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"Henri Poincaré, 1881 , 


本 书 对 动力 系统 几何 理论 作 一 概述 , 它 是 引 论 性 的 ,但 也 使 读 
者 对 结构 稳定 性 和 通 有 性 这 两 个 重要 论题 中 的 若干 基本 概念 有 一 
TR. 

从 Poincaré, Liapunov 和 Birkhof 开始 ,很 多 数学 家 已 经 研 
帘 了 这 一 理论 ， 在 最 近 一 些 年 , 它 的 某 些 一 般 目 标 已 经 确立 ,并且 
得 到 了 相当 大 的 发 展 . 

Andronov 和 Pontryagin (1987) 引进 了 结构 稳定 的 基本 概 
fi, Peixoto 在 一 些 论文 (1958 一 1962) 中 证 明了 在 二 维 曲面 上 绪 
构 稳 定 的 向 量 场 的 稠密 性 , 这 两 个 重大 事件 相隔 长 达 二 十 余年 , 接 
着 , Bmale 把 研究 通 有 性 与 稳定 性 作为 主要 目标 , 并 且 在 这 方面 得 
到 了 不 少 结果 , 以 及 提出 在 这 一 领域 中 至 关 紧 要 的 一 些 问题 , 从 而 
大 大 地 丰富 了 这 个 理论 ， 在 同一 时 期 ,Hartman 与 Grobran 证 
明了 局 部 稳定 性 是 一 个 通 有 的 性 质 ， 此 后 不 久 ,， Kupka 和 Smale 
就 周期 轨道 成功 地 解决 了 这 个 问题 ， 

我 们 打算 道 过 大 量 的 例子 ,以 及 系统 证 明 Hartman-Grobman 
定理 和 稳定 波形 定理 (第 二 章 ), Kupka-Smale 定理 (第 三 章 ) 和 
Peixoio 定理 (第 四 章 ), 向 读者 介绍 这 一 理论 的 精华 ， 我 们 给 出 前 
若干 定理 的 证 明 比 原始 的 简单 ， 且 便于 作 重 要 的 推广 ， 在 第 四 章 
我 们 还 讨论 有 无 限 个 周期 轨道 的 稳定 微分 司 胚 的 基本 例子 ， 我 们 
叙述 动力 系统 的 结构 稳定 性 的 一 般 结果 , 且 对 其 它 一 些 论题 , 如 分 
Wa, 作 一 些 简短 韵 说明， 在 第 四 章 的 附录 中 , 我 们 介绍 旋转 数 


cde 


这 -- 重 权 久 念 ， 且 用 它 来 描述 由 Qherry 得 出 的 一 个 流 的 漂亮 的 
例子 . 

阅读 本 书 只 需要 微分 方程 和 微分 流 形 理论 的 基本 知识 ， 后 者 
中 与 本 书 有 关 的 一 些 结果 在 第 一 章 作 一 概述 ， 在 第 二 这 ,只 需要 
有 关 线 性 代数 及 Banach 空间 的 隐 函 数 定理 和 压缩 映射 定理 的 知 
识 .第 三 章 的 内 容 远 不 是 初等 的 , 但 无 疑 不 是 最 难 的 ,此 处 我 们 
系统 地 运用 勾 断 相交 定理 。 形式 上 第 四 章 依赖 第 三 章 , 因为 我 们 
对 二 维 曲面 这 个 较 初 等 的 特殊 情形 利用 了 Kupka-Smale 定理 . 

由 韦 中 证 明 的 几 个 定理 引出 了 很 多 有 关 的 结果 和 不 同 的 研究 
方向 ， 本 书 的 最 后 一 部 分 对 这 些 结果 作 了 简短 的 《但 并 非 完 备 的 ) 
介绍 。 我 们 期 望 本 书 能 使 读者 对 这 个 理论 有 一 初步 的 了 解 , 从 而 
能 够 较 顺利 地 研究 有 关 的 文献 。 

J. 崎 利 斯 
W. 梅 罗 
1981 F 9 月 于 里 约 热 内 卢 
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第 一 章 “微分 流 形 与 向 量 场 


本 章 建立 的 一 些 概 念 和 基本 事实 对 于 理解 以 后 各 意 是 必需 
的 . 

我 们 首先 介绍 R" 中 的 微 积 分 , 常 微分 方程 , 以 及 R" 中 的 子 流 
形 的 一 些 经 典 结果 ; 然后 定义 流 形 上 的 向 量 场 ， 并 将 R" 中 的 常 微 
分 方程 理论 的 一 些 局 部 性 结果 应 用 到 这 种 向 量 场 ， 我 们 用 a 极限 
集 和 o 极限 集 的 概念 米 介 绍 向 量 场 的 定性 研究 ， 并 证 明 重 要 的 
了 Poinoar6 -Bendixson 定理 ， 

第 二 节 , 我 们 在 流 形 凶 的 可 微 映 射 集 合 上 定义 Or 拓扑 证 明 
具有 Cr 拓扑 的 Or 映射 集合 是 一 可 分 的 Baire 空间 , O= 映射 集合 
在 该 空间 中 称 密 。 由 此 ， 我 们 得 到 向 量 场 空间 和 微分 同 胚 空间 的 
共有 相同 的 性 质 的 拓扑 

第 三 节 专 门 介 绍 今后 经 党 要 用 到 的 勾 断 相交 定理 . 

我 们 以 确立 动力 系统 的 几何 理论 或 定性 理论 的 一 般 目 的 来 结 
Wed, 特别 地 , 讨论 定义 在 RR" 的 子 流 形 上 的 微分 方程 的 拓扑 等 
TURA MERGE MEER 


$0. Rs 中 的 微 积分 与 微分 流 形 


这 一 节 我 们 将 叙述 Re 中 的 微 积分 ， 微 分 方程 以 及 微分 流 形 
的 某 些 概念 和 基本 结果 。 其 中 有 关 R" 中 的 微 积分 所 列举 的 事实 
的 证 明 可 以 在 [46], [48] 中 找到 , 关于 微分 方 稳 的 可 参看 非常 可 取 
的 初等 教程 [4], [411, [116], 或 较 高 级 教程 [83]，[35], 也 可 参 
EDT) 关于 微分 流 形 的 可 参看 (291, [88], [49]. 

Wf. UCR" 一色 是 定义 在 R" 的 开 子 集 订 EINEN, 
我 们 说 在 U 中 的 一 点 2 处 可 徽 , 如 果 存在 一 个 线性 变换 T, Rn 


eI 


— R, 使 得 对 小 的 w (p+) 一 了 (Pp) 十 了 Tw) +R(0), 满嘴 
Jim RW /hol 一 0. 


称 线性 映射 了 为 了 在 p 点 的 导数 , 记 作 厅 (), 有 时 也 记 作 df, 3: 
DF(P)， 特 别 地 ,由 了 在 9 点 导数 的 存在 可 得 出 了 在 pg 点 连续 .如 
果 j 在 六 中 的 每 一 点 可 微 , 区 得 一 英 射 dy, U—>L(R=, R5, 对 可 
中 每 一 点 2 它 对 应 于 了 在 了 点 的 导数 ， 其 中 D OR”, RP) 表示 由 
Re | R” 的 线性 丙 射 的 向 量 空间 ， 其 范 数 为 jz1=supflzof: bol 
-1) 3 df U pun, MWB f EU je OT 类 的 。 众 所 周 
Hl, f 是 Ot 268] ELGCS f BIS 6398 ESCAS /wy Ü — 
R SEE BE k. d/() 关于 Re 15 RÀ 9 jn d SUED JE RJ 
[(8f/2u) (p). 类 似 地 ， 我 们 用 of 在 Pp 点 的 导数 定义 PICO. 
这 样 , 6%f(p) 局 于 空间 研 (R”"， 荆 (Rm，R*)), H Rx R" 到 
R* 的 双 线性 英 射 空间 DR. RD) 同 构 ， 根 据 这 个 同 构 ， 在 
I^, RP) 上 诱导 出 范 数 
1B|=sup(]B(u, v); lu]=lel=15. 

我 们 说 了 在 也 中 是 O 类 的 ， 如 时 Pf, UO IP RI) 连 
续 ， 我 们 可 归纳 地 定义 @rj( 罗 为 "在 p 的 导数 ”于 是 有 
d'f(g) € Ir (R^, RP, 其 中 (Rm RP) 是 范 数 为 

[0| -supt]QO us, ---, 9) lo m Pd 

Hy cAREEMRAEASII, JA, 如 果 Gf, U— Ir (R”, RP) 连续 ,我们 
就 说 在 口中 是 0F 类 的 , 最 后 , 如 果 对 一 切 r>>0, 了 是 O” 类 的 ， 
我 们 就 说 了 在 如 中 是 O” 类 的 注意 , 是 07 类 的 当 且 仅 当 了 的 
Ae HS SEN r r 531 r 阶 的 偏 导数 者 存在 且 连 续 ， 设 U, V E 
Re 中 的 开 集 , UV 是 一 个 07 注射。 如 果 存 在 Or RU g, V 
—U, 使 得 gof JEU. 上 的 重 等 英 射 ,我们 就 说 了 是 一 个 Cr 微分 局 
Es. 
0.0 命题， 设 DCRn 是 一 开 集 , f, U — R° J: Ot 36k yp21. B 
dn fL XE zkay y, U Rs, 3Ë BES df. — So SUP Uo 
L(Ro, RP, Bl f JE Ct 26], 3E. df  g. a 


0.1 命题 ( 链 规则 )， 设 UCR", V chJAEWAGA mf, D 
一 了 在 DET 可 微 , f (U) Bg V— R f q= f (0) 可 微 , 则 
g°f, U — R 在 p 可 微 , 且 
Bygej (p) —doCf (p)saf Cg. n 
推论 I， 如果 了 和 yg 都 是 0 类 的 , 则 gof 也 是 Cr 类 的 ， 口 
推论 8. BUR f,U—R* 在 DE 如 可 微 , a (—1, D—U Je 
E a(0) =p 及 (d/dt)a(0) v ig Ail ER, T fou 是 一 条 在 0 可 
[T] 73 
(d/di) ( fa) (0) — df (po 
的 曲线 . 口 
0.% 定 理 ( 反 函数 定型)， Rf Uca Rh 是 07 BUM, r>1, d 
Jdfig, Re R" 是 一 同 移 ， 则 了 在 PEDU 是 一 个 0" 局 部 微分 
同 是 ; 就 是 说 , 存在 bp AMA CU Ri f (2) BR CRT, 以 及 
O' Kult g. W V, 88 gsf e Ir B fog Ty, 其 中 Ir 表 未 六 上 
的 恒 等 喘 射 ，Fr 为 W EE Eb Di. 口 
0.3 定 理 ( 险 函 数 定理 )， 设 UCR"xR" 是 一 开 集 , fU — n E 
— OC WU, m1. 4n (o, 0) CU, c fG). BRfXTU 
的 第 二 个 变量 的 偏 导数 D. f (aa), R'— Re 是 一 同 构 ， 则 存在 包含 
zo fJ JF8 V CR” 与 包含 和 的 开 集 W CU, (ila =CV, de 
Tenli—B9 £ (a) € R", 使 得 G, £0) CW, B. f(z, £8) =o, 如 
JES 3 B Bai €, V — R" 是 Or 类 的 , H “b 8 0382 
dë (e) = [Ds f (z, £(2))179D. f (s, £). 口 
注 ， 这 些 定理 对 Banaeh 空间 也 成 立 . 
0.4 定 理 ( 淄 入 的 局 部 形式 )、 设 CR" 是 一 开 集 ， 户 ->Rrim 是 
0 映射, r>1， 假 设 对 某 点 S CU, 导数 好 (zo); R9 RP 是 一 
AM. Whini c ADR CU, ROBO Ctt, (eo) 的 
AR ZR", 以 及 Or HANE h, 2—V xW, MARE UL oG 
了 有 jj 四 = (o, 0). 口 
0.5 定 理 (浸没 的 局 部 形式 )， 设 UCR"*" 是 一 开 集 , f, UR" 是 
O 喘 射 ,>>1。 假 设 对 某 点 姑 ED, Sk Gf Go) 是 一 个 满 射 。 则 


dEÉ zo 88 983 ZCU, o= f Go) 的 邻 域 术 CR"， 原 点 的 邻 域 V 己 
R", DLE OO MESA XWZ, 使 得 对 一 切 wsE 玉 及 一 切 
e€W, 有 
了 (zz， Ww) =. 口 

E fUCR"—R'AE— Ore, n1. HUE df (四 是 一 个 满 
AM, 则 称 点 %ED 为 了 的 正则 点 ; 反之 , z 称 为 临界 点 ， 如 果 每 个 
s€ f (e) 都 是 正则 点 , 则 称 oER" 为 正则 值 ; 反之 , o 就 称 为 临界 
fit, R° 的 一 个 子 集 称 为 剩余 的 , 如 果 它 包含 可 数 个 开 笛子 集 的 交 。 
由 Baire 定理 , R^ 的 每 个 剩余 子 集 都 是 稠密 的 ， 
0.6 £ 38 (Sara [64)). m f, U CR" 是 0” 类 的 ， 则 了 的 正则 值 
集合 是 R" rB BE. 口 

RUNE, UR 广 !:(o) (05, Wb o 是 一 个 正则 信 .。 为 使 
正则 点 =EZ 存在 , 43 mon. ME m<n, 则 如 中 所 有 的 点 
都 是 临界 点 , 因而 了 (0D) 在 R" 中 是 “贫乏 ”的 , 亦 即 R" — CU) XE 
余 集 . 

现在 我 们 来 叙述 有 关 微分 方程 的 某 些 基本 结果 ， 开 集 UC 
R" 上 的 向 量 场 是 一 映射 X.U- R^. 我 们 将 只 考虑 Or 向 量 场 ， 
cmi. 的 过 点 ET 的 积分 曲线 是 一 满足 a(0) ~p 且 对 所 有 
iET, (D =X (<(8)) 的 可 微 跨 射 w 了 > 口 ， 其 中 了 是 包 合 0 的 
一 个 开 区 闻 ， 我 们 称 o 为 微分 方程 de/di— X (z) 的 满足 初 值 条 
# X (0) —p 的 一 个 解 . 
0.7 定理 〈 存 在 唯一 性 定理 )， 设 筷 为 开 集 TCR” 上 的 Cr 向 量 
B, r21,p€U. 出 存在 了 的 满足 a(0) 一 p 的 积分 曲线 a, I 
U. HURB.J-U E X M5) —4 i 8(0) =p 的 积分 曲线 则 
Xi-u s€nJ,a(0-8(). n 

X £) p€U 的 一 个 局 部 流 是 一 映射 9: (一 2, sl xVy—>U, 
其 中 VV 是 Pp 在 口中 的 一 个 邻 域 ， 使 得 对 每 一 gEVs， Be = 
g(t g) 定义 的 映射 pa. (76, 8) U, 是 X 3E q 的 一 条 积分 曲 
线 ; 亦 即 p(0, g) 7g, H3S— UG, g) € (—a, 8) xVy, 有 

(@/ə)eG, g) = X (pl, g)). 


0.8 定 理 . WX BU RO" 向 量 场 , r>>T， 则 对 一 切 pED, di 
在 一 @ 局 部 流 o: (76, s) xV,— U, 且 有 
DDsp Ci, g) = DX (9(, q))* D.p(t, 2), 
Dp (0, q) 是 Re 的 恒 等 映射 ,其 中 D; Ds 分 别 表示 关于 第 一 个 
和 第 二 个 变量 的 偏 导数 . u 
我 们 还 可 以 考虑 依赖 于 参数 的 向 量 场 以 及 它们 的 解 对 于 参 
数 的 依赖 性 ， 设 E Jk— Banaoh z JJ, F, Bx U — R" J Or I 
BL, v1. XHg-- e€ E, 由 P,(p) =F(e, p) 定义 的 映射 .8 三 
一 名 是 Z 上 的 一 个 Cr 向 量 场 . 下 面 的 定理 指出 , AE F, 
的 解 连 续 依 赖 于 参数 ec 加. 
0.9 定理， 对 每 —e€ E E: pCU, die e # E rH W, pde 
U rite V, ELE Or Wei p. (—s, e) xP xW —U, 使 得 对 每 
—G, g, ) €(—5, a) XV xW, 有 
9(0, g, M) =g, 
Dw(t, g, A) - FQ, (t, g, X). 
下 面 我 们 介绍 微分 流 形 的 概念 。 为 了 叙述 简单 起 见 ， 我 们 将 
微分 流 形 定义 为 R* 的 子 集 .在 本 节 末 我 们 再 讨论 它 的 抽象 定义 。 
XEM E Euclid zs] 怀 的 一 个 子 集 ， 我 们 将 利用 玉 上 的 
诱导 拓扑 ; 亦 即 4C 是 开 的 , 如 果 存 在 开 集 A'CRE, 使 得 4 一 


存在 ? 的 邻 域 可 C M, BEBE o. UU, 其 中 Do 是 Re 的 开 
子 集 , EDIS a 3, Do-> 林 CR 是 一 个 O* 浸入 ， 亦 即 对 每 一 
JH uCU, SdkdetQ), Rn-> 卫 是 一 个 单 射 ， 这 时 ， 我 们 说 
(s, UIS p 的 一 个 局部 卡 , U 是 的 一 个 储 标 邻 域 ， 如 时 
述 同 且 :都 是 Or 类 的 则 说 M 是 Cr 微分 流 形 ， 我 们 所 说 的 微 
分 流 形 是 指 O” 微分 流 形 。 由 没入 的 局 部 形式 0.4 得 出 ， 如 果 
(s, U)J&I p€ M 的 一 个 局 部 卡 ， 则 在 FU 中 存在 了 的 邻 城 A, 
2 (D BIQURV., Re-" 中 原点 的 邻 域 栈 ， 以 及 O= 微分 同 是 友 4 一 
六 x 丙 ,使 得 对 - - 切 g9E4n 了 CEA) = (o), 0). 特别 地 ,一 
个 局 部 卡 是 FU 的 一 个 开 子 集 到 R" 内 的 一 个 O“ BCRERTEE f (HI 


mti 


1). 由 此 说 明 , 我 们 得 到 下 面 的 命题 . 
0.1049, We UR", y V—R" 是 M 中 的 两 个 局 部 卡 ， 若 
UnV*O, 则 坐标 变换 
goa *, z(UnV) y(UnV) 
是 一 O° BO UE CER 2). 
现在 我 们 来 定义 流 形 之 间 的 可 微 映 射 ， 设 M= EN" " 
JEP, f, M"-» N" 是 一 映射 。 我 们 说 了 是 Or 类 的 ， 若 对 每 一 点 
p€ 对, 存在 围绕 和 的 局 部 


Fa UR", 以 及 满足 
x fIDOD) CV 的 yg.V>R"， 使 


f8 yofoa*, e(U) 9 (V) 


是 Or 2618, hj Apo i 
Chee 是 Or 的， 这 -定义 与 上 
snn 的 选择 无 关 . 


»qQnv) 
考虑 满足 a (0) —p 的 


T) 本 书 在 一 些 地 方 不 只 用 M, N, 六 等 表示 微分 流 形 ,也 用 M=, Nn, S: 表示 , 这 
时 上 指标 m, n, 8 表示 微分 流 形 的 维 数 , 即 出 m Mem, FRI PEE 


.6.. 


TIR a, (—s, -> MCR, BN HR, o 按 上 述 定义 是 可 微 
的 ， 当 上 且 仅 当 a 作为 mm 中 的 曲线 是 可 徽 的， 困 此 在 在 切 向 量 
人 ix/ (0) of(0) ， 经 过 p 点 的 所 有 这 种 曲线 a 的 切 向 量 集合 
Sol M je p Ja B b] P|, EHE TMs, 考 嵌 局 部 卡 a UAR", a(9) 
-0. SARUM, 导数 der (D 的 但 与 人 Js 重合 ， 因此 ,Mo 是 
加 维 向 量 空 间 . 

f. M-SN B—SHECRUN, eCTM,, DOM, SOEUR 
«(0 =p 4 a/ (0) — o BISTRO AR a (—a, 29M, WI foo (76,8) 
—N esp eR RR X. 

af (s= (4/80) (feo) (0). 
SURE 3USBER «无关. 

WA df (9). T, — T Nro 是 线性 的 , 称 之 为 了 在 p 的 导数. 

由于 微分 流 形 局 部 地 是 Euclid 空间 的 一 开 子 集 , 故 早 先 我 们 
列举 的 微 积 分 中 的 所 有 定理 都 可 推广 到 流 形 上 去 
0.11 命题 (GERDID. E f, M — N 5 9, N — P K4Rdy WU 2 El 
的 0 类 映射 , 则 gef, M — P 3: Or 308, E. 

à (gsf) (p) - gU CD) sdf (m. 

Wo f, M — N 0s Or 微分 同 胚 ,如 果 它 是 0" 类 的 , 且 有 0 
3EMDE 7. XX, XHS— UR DEM, 
df (p), TM, PN qo, 是 一 同 构 ， 其 六 
Rar UO». S306, M HS N R. 

有 相同 的 维 数 ， eL M N E 


38 U(p) CM SV G() CN, & t 
# fU EMIRUsER SUV. E i 


ARI. d 
0.248 ORE. uA f, MON ? 
RO, e1, HXpEODCHM, === 

Y 


df(p) J&— 48, WU FP dte p 点 的 一 
个 O* 局 部 微分 同 胚 ， 口 ma 


现在 考虑 流 形 的 一 个 子 集 8， 虽 是 下 的 一 个 s 维 人 r 子 
演 形 ， 如 果 对 每 一 点 ?ES, fuste py UCM, Gl 0 fl 
开 集 VCR， 以 及 包含 0 的 开 集 证 CR 一 和 Cr 微分 同 凸 o, U— 
VxW, ($$$ e(SnU) -Vx (0 (88). 

我 们 注意 ,R?* 是 一 微分 流 形 。 因此 ， 若 MCR 是 如 上 定义 
的 一 流 形 ， 则 ( M 是 了 的 子 流 形 。 MCR 的 子 流 形 是 包含 在 用 
中 的 网 的 子 流 形 . 

0.13 命题 ( 漫 入 的 局 部 形式 )， 设 六 M" Nm" 是 一 0 gk 31, 
r21, 29E 对 是 使 中 (区 为 音 射 的 一 点 ， 则 存在 邻 域 UCp)， 
V(O), R" 中 的 Dol0), R" 中 的 Vob0)， 以 及 O° $823 BIS p. 
U Uy ftl; VOUS xVeo, 使 得 

pofop (e) = (z, VO0). n 

O' Wei f. M 9 N J&- RA, 如 果 对 所 有 的 2E M, df (p) 是 
一 单 射 , 单 射 浸入 六 M N JC Imm f MO J() CN & 
—RiBS, Je f (M) 具有 诱导 拓扑 ， 这 时 了 (Caf) XN BA T 36 
E. ORURJ.M N 仅仅 是 一 个 单身 浸入 , RTRCUL FO) 
浸入 子 流 形 ， 图 4 中 的 例子 所 表示 的 两 个 子 流 形 , 都 是 混入 的 , 但 
不 是 嵌入 的 . 


CI) WW 


0.14 命题 ( 泣 没 的 局 部 形式 )， 设 天 Mm N" 是 一 Or 映射， 
r>1, p€ M E E df (9) 为 一 注射 的 点 ， 则 存在 邻 域 ( 翁 ， 
VG(9), Rm 中 的 UoC0)，R" 中 的 FQ), DEBEMUS o. U-> 
U< fti b V Vo, 使 得 ofop-(2, y) =ç. n 

M g €N dios Or WUlt f, M" — N" WIE UE, r1, 如 果 对 一 
WWE (p) 一 g p€ M, d/() JW. 由 上 面 最 后 一 个 全 
题 得 知 , /+(g) X& M m—n E O FOE, 


0.15 (pf (Sard). dif, MN KO" 映射 则 于 的 正则 值 集合 
是 剩余 集 ; 特别 地 , 它 在 N 中 向 密 . 

到 局 部 卡 ， 并 利用 流 形 的 每 一 开 履 盖 有 可 数 的 子 履 盖 这 一 窜 
实 , 再 由 Bard 定理 , 就 可 证明 命题 0.15. 口 

我 们 注意 到 , 如 果 M XX, Rf. MN 的 正则 值 集合 是 
N rh 6833838. 

考虑 流 形 用 的 用 开 集 组 成 的 可 数 覆盖 QU. 我 们 说 这 个 多 


此 履 盖 的 有 限 个 元 素 相 交 .。 称 满足 下 述 条 件 的 非 负 的 0” 实 应 数 
族 (o) 为 从 属于 覆 (U 的 单位 分 解 : 

(8) 对 每 个 指标 由 o 的 支 集 包含 在 U, 中 ， 我 们 知道 , 所谓 
人 的 支 集 是 指使 or 取 正 值 的 点 集 的 闭 包 ; 

@) 对 一 切 pEM, Xie (p) 1. 
0.16 EB. xp Ig 4-2 005383 RS a SB GG, TEAM 
于 此 覆盖 的 一 个 单位 分 解 . 

推论 1. Ë KC M R—MTA, BbyYGd RI 7(0)-K " 
O" Wii f, M — R. 

#i62. fM RUESOURAS uh uen aH 
3E, 由 存在 Or pt fF. R'— Re, ir PM f. 

Bt BU, 给 定 M 中 的 两 个 开 集 可, V, 了 Cy, 存在 O7 
实 值 函 数 p>0, MIEHEU Ep-1, XE M—V E-0. xt EUG 
数 称 为 冲击 函数 . 

现在 我 们 定义 流 形 M"CR' M GIA TM. 4 TM -((p, v) 
CR*xR' p€ M, oCTM,, TM 作为 Rx R 的 子 集 给 出 诱 
Sik, 于 是 ， 自然 投影 w: TM — M, wp, v) =p 连续， 下 面 证 
明了 TDH 是 一 微分 流 形 上 且 % 是 C0" 类 的 ， 设 避 口 二 Rm 是 政 的 一 
个 局 部 卡 , 我 们 用 

T'e(p, 4) = (s(2), de()9) 
SOR US e, sU) RPXR*. EJ, (Pu, 71 (0)) E TM 
e» 


的 一 个 局 部 卡 ， 因 此 , TMCR*x R* 是 一 流 形 ， 我 们 注意 到 , 利 
用 局 部 卡 (Tw, 87 (U)), z 的 表达 式 就 是 R^ x R° 在 第 一 个 因子 
上 的 自然 投影 ， 因 此 是 0” 的 , 还 容易 看 出 , 如 果 f: M — N X 
om 类 的 , 则 
df, TM TN, df(p, 9) (FC, A (PY 

XE 

正 象 我 们 早先 所 提醒 的 ， 流 形 的 抽象 定义 比 我 们 刚才 所 叙述 
的 更 具 一 般 性 . 设 是 一 个 具有 可 数 基 的 Hausdozff 拓扑 空间 . 
M 中 的 局 部 卡 是 (a, 口 ), 其 中 UCM 为 开 集 , v U—>U CR" 是 
EU WS) R= BE T £t Uo 上 的 局 胚 ， 我 们 说 也 是 对 中 的 参数 
Ac UHR, MR. (z, U) 和 (y, V) 是 M hii U OY 2 2 的 两 个 局 
部 卡 , 则 坐标 变换 yos; a (U nV) y(U VO 2ERDE. Or (rz) 
微分 流 形 是 由 拓扑 空间 和 满足 下 述 条 件 的 一 族 局 部 卡 一 起 组 成 
的 : 

(a) 参数 化 邻 城 族 覆 盖 M. 

(b) 坐标 变换 是 Or 微分 同 胚 . 
这 样 一 族 局 部 卡 称 为 M 的 Or 图 册 ， 

应 用 这 种 局 部 卡 ， 我 们 就 可 以 繁 前 面 做 过 的 那样 来 定义 这 些 
流 形 间 的 映射 的 可 微 件 ， 特 别 , 一 条 曲线 a:《 一 8, e) M 是 可 微 
的 , 如 果 zoa:《 一 s,s)-> R" 是 可 微 的 , 其 中 (z, U) 是 满足 (o, 
5) cD 的 一 个 局 部 卡 ，a 在 pal0) 的 切 向 最 定义 为 满足 8(0) 
p 5i d(zeB) (0) 一 8(wea) (0) 的 可 微 有 曲线 8. (一 s, e) M IHR 
合 ， 这 一 定义 与 局 部 卡 (o, U) 的 选择 无 关 ， 形 在 9 点 的 切 空间 
TM, 是 过 丈 的 所 有 可 微 曲 线 的 切 向 量 的 集合 ， REALM, R Ë 
SB m Më 8 BL ez 82848. OUR f. M — N 是 流 形 间 使 得 .六 区 一 9 
MyufREM, RpsxgM df. TH 一 了 Wo 如 下 ， 它 将 曲线 
« (—8, e)-» M d£ p RIBUS EHE Au HL AR foo, (一 s, a)—> N 在 
q 点 的 切 向 量 ， 易 见 , 此 定义 与 曲线 “的 选择 无 关 , B. df (p) 是 线 
性 上 映射， 我 们 说 扬 弄 一 六 RS A, WURXL-U »€ M, df (p) 是 
HOM. BHR9 f. MO NOH UD) CN M, NJ f 
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BOHEA. BUR. M - R* EO HEX, RUBER Le RH A mU 
X, f) CR 是 Re 的 子 流 形 . 
下 面 的 定理 把 流 形 的 抽象 定义 与 Euclid 空间 的 子 流 形 联 系 
EXT. 
0.17 3B (Whitney). 如 果 M 8 > 维 微分 流 形 , 则 存在 一 正则 
的 ?嵌入 了 M—> Ri 
设 M 是 微分 流 形 , SCAM 为 子 流 形 .车 耿 是 如 在 居中 的 一 
个 邻 域 ,mw: 玉 > 是 一 个 O" 浸没 ， 使 得 对 每 个 PERB 有 (Dp) = 
2, 则 称 (P, 中 为 8 的 管状 邻 域 . 
0.18 定理， 每 一 个 于 流下 SC M 都 有 管状 邻 域 ， 口 
BUR, 每 一 个 Cr (r>>1) 流 形 自然 才能 作为 一 个 O“ 流 形 来 考 


m. 

0.19 x3 (Whitney). E M E —O'(ez1) 流 形 ， 则 存在 O" Uk 

AM RI", ug F (M) Je RIP 的 一 个 闭 Or FUE, 口 
由 定理 0. 二 ,此 结果 等 价 于 ; 车 .xf M 上 的 -- 个 Cr BUR, 

则 在 加 上 存在 一 个 0” 图 册 多 ， 使 得 当 (z, U) Cuv, G, 的 € 

Sf, U nÜ + @ Bi, aoa7! 5 seg WR O' 2608. 


$1. WOE LIES 


现在 并 始 对 微分 方程 进行 定性 研究 .由 于 这 一 研究 有 局 部 和 
整体 两 方面 的 内 容 , 很 自然 将 此 问题 放 在 微分 流 形 上 讨论 ， 首 批 
整体 性 的 结果 之 一 就 是 本 池 末 我 位 将 要 讨论 的 Poinoar6- 
Bendixson 定理 . 

设 Mm"CR* 是 一 微分 流 形 。 M? 上 的 C 疝 量 场 是 映射 
又 :下 一 外 ,对 每 一 点 2E 开 ， 它 赋 予 疝 景 XQ CT M,. Rp 
—ORA X. 到 一 了 和 使 得 m 王 为 M 上 的 … 恒 等 喘 射 ， 其 中 

1) FM FAM —> N SORSGERUIRS, 车 对 N 中 任意 紧 子 集 Y, yG) 在 M 中 也 是 紧 


的 。 一 一 译 者 注 
93) 此 处 的 M EJ M=, 下 岗 , 一 一 - 译 者 注 


mË TM 于 的 自然 投影 ， 我 们 以 多 "(M) in M EA PLC" 
Gr AS. 

X€47 (M) Bi b » € M 的 积分 曲线 是 使 a(0) =p, 且 
XI—8 t€I WR o) X (40) y OC Ul o 19 M, op T 
R OMEN. 积分 曲线 的 象 称 为 轨道 或 罗 线 ， 

HRJMONJIOUAAHE, B X c2 M, MiB 
Y (g) -df 9) (X (9), aJ (p SXIS Y —/.X J€ N Eg—^- 
O RE, XXI fX OdfoXofO. Ra loMIEXI 
一 条 积分 曲线 , 出 foo, T N 是 了 的 一 条 积分 曲线 , 特别 地 , 了 将 
X 的 轨 线 变 为 了 的 雪线 ， 因 此， 如 果 必 了 一 DocR” 是 一 局 部 
+, 则 了 一 ww 了 是 To 的 一 个 Or 向 量 场 ， 我 们 说 了 是 子 在 局 部 
+ (G, U) 中 的 表示 . 由 此 , 可 将 解 的 存在 性 , 唯一 性 以 及 可 微 性 
的 局 部 性 定理 推广 到 流 形 上 的 向 量 场 上 去 ， 如 下 列 命 题 . 

LA 命题 . EJ Banaeh du, P, Ex M — T M EO. 
r>1, Br =F (à, p) =p, 其 中 z; TM ^ 是 自然 投影 ， 册 对 每 
— €B fidg— p € M, ##E ve E rb B 338 W , po fE M rb B 
AURV, S33 s>0 以 及 Cr Wed p. (一 s, s) xV XW — M, 849 
gQ, p, X) =p, 且 对 一 切 4E 《一 8, e), p€ SACWZR 

(8/00) p(t, p, X) = PN, pt, p, 2). 

此 外 ,如果 a, (—5, 5) M 是 向 量 场 P.— FO, -) 的 满足 x(0) = 
了 的 积分 曲线 , 则 amp, p, M. [m] 
1.8988. EI, J 是 两 个 开 区 间 , e M, B, J-> M EXC 
A0) Go» i S RF BAR. URXEAE SCIO 7, # n9) 
一 Bo) , 则 对 一 切 4EINJ 有 = 人 的 一 8 的 .因此 存在 -条 在 工 上 
与 a 重合 ,在 了 上 与 8 重合 的 积分 曲线 7:TUJ > M. 

证 明 . 由 局 部 唯一 性 ,车 a(t) 8 (50, 则 存在 s>0, 使 得 对 
li 一 右 |<s 有 a() 一 B(， 因 此 使 得 0 与 8 重合 的 集合 TCINJ 
是 一 开 集 .由 于 了 的 补 集 也 是 开 的 , WE InI W W, W T= 
INY. im 
1.88. 设 M EÉ-ENJE XcA'UOD. We M Edegik X MN 
2m 


一 个 整体 O* yi, 即 存 在 —Or Wei p. Rx M M, puis 
9(9, 2) =p, B. 
(8/0) p(t, p) = X (p(t, p). 

证明， 考虑 任意 一 点 2E 对 ,我 们 将 证 明 : Tode ORE p E. 
定义 在 整个 凡 上 的 积分 曲线 ， 设 (a, b) CR 是 满足 0E (a, b) 与 
ol0) =p 的 积分 曲线 x (a, b)— M 的 定义 区 间 ， 我 们 说 (4, b) 
最 大 的 ， 如 果 对 每 一 个 具有 上 述 性 质 的 区 间 J, RIS JC (o, b), 
我 们 断言 , 如 果 (@, 站 是 最 大 的 , 则 b— + ee。 如 车 不 然 , 考虑 序列 
&—>5, $,G (a, b), YB M 是 紧 的 ， 我 们 可 以 假定 (通过 取 子 序 
列 ) a(5) 收敛 于 基点 9E M. Ut p. (76, 8) Xe 一 对 是 并 在 9 
的 一 个 局 部 流 ， 取 wo 俩 得 3 一 如 <8/3, B.a(1,) €Ve. ritus, 
XEX (D =a (Q E EL WE X y 0) m ef, (20). TE 
yi (a, tt 8) M J& X M — IRA NER, BUT. (a, 8.5) (g, 
四 ,这 与 (a, b) CA HUGE i. DER, 我 们 可 以 证 明 s~ 一 co. 因 
. 此 存在 满足 <(0) =p 的 积分 曲线 a R 一 省， 由 命题 1,2， 这 条 积 
分 曲线 是 唯一 的 ， 我 们 定义 pC, p) 一 (人 六， 显然 p(0, p)», E 
@/8)çG@, p) =X (eG@, p). SDN, XE GL  €R S»cM, d 
gis, p) - o5, pls, p)). 事实 上 , 令 BO -o (63s, p), 7 = 
eG, ps, p). A ghydUE X 的 积分 曲线 ， 且 6(0) 二 7(0) 
一 p(s, p)， 这 就 证 明了 我 们 的 断言 。 最 后 , 我 们 证 明 p 是 0" 类 
前 . Wp €M, dc (75, e) XV, — M 是 于 的 一 个 局 部 流 , id 
Bil.i, 它 是 (Y 类 的 ， 又 由 解 的 唯一 性 , b p 在 (一 ap sp) XV, 
上 的 限制 ， 特 殉 地 ， 当 | 让 <ss 时 , poc pU, D 在 ,上 是 7 类 
Ë. iM BS EE, 存在 8 之 0, 使 得 当 s| <a Ph o, tE M FE Or 
类 的 .此 外 , 对 任 一 t+E 民 , 我 们 可 以 选取 整数 mw, 使 得 L7] <a, 
于 是 可 得 i= puso opus JE CT 类 的 .对 任 一 如 ER 及 PpEN,p 
在 (to, go) 的 邻 成 内 是 Cr 类 的 .因为 当 [E | es, B p€V,. 时， 
go 5 p| (— 8, sm) xs 是 Cr 2889, PRG p C5, p) 一 Pop 人 t 一 如, 幼 
也 是 Or 类 的 .定理 证 毕 . I 
推论 WX € (M), p, Rx M M did X VipeB XE 
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dg--icR, BM X, Mo, Xi) mo, p) 2: O ERROR. 
此 外 ,， 互 o 一 恒 等 员 射 , EXI— UL t, SCR, Xi - XX. 

Ë xe #'(u), X,GCR)E X Wik. 6 - OG. 
$ER} HOS Z 经 过 点 2E M Bak. dn X (0) -0, REM p 
前 轨道 退化 为 一 点 刀 ， 这 时 我 们 称 了 为 X 的 奇 点 ， 否 则 , HOM a; 
R—M, a(f) =X,(0) EB, HI3Eo 不 是 单 射 , 则 存在 wo>0， 
使 得 (mw) a(0) —p, HX 0<t<o a() vp. XUM pÓUUH 
微分 同 胚 于 圆周 8:， 我 们 称 它 为 以 o 为 闲 期 的 闭 胃 。 UR LUE 
有 婚 不 是 奇 点 ,也 不 是 闲 租 , 则 称 之 为 正则 轨道 ， 因 此 正则 称道 是 直 
线 的 单 射 溪 入 的 象 . 

p €M ffj o W.R o(p) 是 由 满足 下 述 条 件 的 点 gE 四 
组 成 的 集合 ， 存 在 序列 如下 十 co, 使得 X. (p) ng. 28138, 定 
义 p 的 a 家 腿 集 为 

a(p 一 EM， 存在 序列 如 > 一 co， 使 得 了 (下 和 }， 我 
们 指出 , 的 a 极限 集 是 p 关于 向 量 场 — X 的 极限 集 、 如 果 
名 属于 2 的 软 道 , 则 w(P) =o (2). 30k E.B p= X,.(0, 如 果 
Xu (p)-»g, 其 中 加 -co NJ X... (9 g, fh 90, XXE, 
Tin PLE X p B BOB 0 o 极限 集 为 w( 仿 直观 地 说 ,? 的 轨道 
Ka(p) "8", Bl o(p) “B E”. 

BL, SB DAE ABO RORIIE S*CRP, JEELBMUS R° 

Li MISSE AER (n, z, 2. 称 px 一 (0, 0, 2) 

i 为 5 的 北极 Ps~(0, 0, 一 1) 为 的 
WE. 8418 X @, y, 2) — (—az, —s#, 
a+) 来 定义 S: EBE X. BAK 
于 是 0" 3808, E X BRDAECE pz, pa 
由于 马 与 态 的 子午 线 相 切 ， 且 方向 向 
E, Bitia p € 8* — Cpu, ps), DU o (p) 

ü = px, &(p) -p. (HEB). 

例 8， 环 而 上 的 有 理 流 与 无 理 流 ， 设 9 VE ES 


Qu, z) = ((2-- cos mv) cos 2mu, 
(2-- cos 2a) sin 2u, sin mv) . 

我 们 看 到 , o 是 一 个 局 部 微分 同 胚 , 它 将 R° 的 水 平 线 变 为 2 
的 纬 线 , 将 只” Mns ot og T? 的 子午 线 , 将 正方 形 [o, 11 x [0, 
1] BEA T^. Jk5F, p(w，%) 一 pl 人) 当 且 仅 当 存 在 整数 客 与 
n, lifku—ü em 与 0 一 =n， 对 每 个 wERR, 考虑 由 三 ck 办 一 
G, a) IRI R° 中 的 向 量 声 ， 易 见 定义 了 “一 9 和“ EB, H. 
TORT) 上 的 一 个 O” dX, Y^ 的 孝道 是 X" 的 轨道 在 9 作用 
ELA DECIDE LS ET MEUM TTE: 
“为 有 理 数 时 ， Y * HS — SUERU, 5 “为 无 理 数 时 ,也 
的 每 一 条 轨道 都 在 T^ 中 稠密 ， 对 每 -- eE 只 ， 令 A 3 RU 中 通 
过 (0, o EL oU BERI EUR. A— (s, ceu), wER}， 正 如 我 
们 已 经 看 到 的 , o(4) 是 二 “的 一 条 加 道 ， 如 果 a 是 有 理 数 ， 则 对 
每 个 oER， 这 种 轨道 都 是 闭 的 . 因为 如 果 a=n/m, W (m, e 
(n/m)m) € A, B p(m, e+ 内 一 9%(0 e). 现在 假设 “是 无 理 数 ， 
c€R. 我 们 断言 , 0 一 {cER: gl4) =%()} XE R his. 由 此 
得 知 , LJ A FE R° 中 移 密 ， 从 而 (4) (40) XE T° h B gr, 
为 证 O dE R 中 稠密 , 内需 证 明 = {ma 十 mw m, n€ Z) HER RI 
密 ， 这 是 因为 oEC 当 且 仅 当 o 一 5EG， 由 于 G 是 加 群 民 的 一 个 
+Ë, H G 在 民 中 或 者 稠密 或 者 离散 ， 因此 只 需 证 明 G 不 是 离 
散 的 ， 对 每 个 mEZ, 存在 wnEZ, fibus —mo--n 属于 区 间 [0， 
1]. 序列 wm 有 一 聚 点 , 且 由 于 
e 3639838, EURZDND 33848 
异 , 从 而 G 是 稠密 集 . 

我 们 依据 a 是 有 型 次 还 是 
无 再 数 来 称 上 面 的 向 量 场 了 
为 ZJ" 上 的 让 理 场 或 无 理 场 , 如 
Ba 为 有 理 数 ， 则 任 一 般 道 的 
co 极限 集 是 真 自身 ， 如 果 o N 


363838, 则 任 一 轨道 的 o 极限 集 是 整个 T, 

例 3( 樟 度 疝 量 场 )， 考 虑 流 形 M"CR*, xfj— oc M, de 
TM, 中 到 由 RP S$: b i Ç >p。， 记 由 此 内 积 诱导 的 范 数 为 上 | 
或 简单 地 记 为 中 ， 如 果 X NY E M EB O" 向 量 场 , 则 未 数 史 
M—R, g(p-4X(p, Y (p)>y k O" 2888. 设 f 用 玉民 是 
CUM. XS K PCM, dent BORA X (p) c TM, 使 得 
对 一 切 wETM，， 

df ~ QX (p), 9s. 
nig SLE EE EG X Or 类 的 ， 称 之 为 了 的 梯度 场 ， 记 作 五 = 
24， 现在 我 们 将 给 出 梯度 场 的 某 些 基本 性质 , 首先 , grad f (p) 
TOES df,-0. SUE X —gradf ides umso, P3 
烙 递 增 的 ， 这 是 因为 af X (p) X (p) |P. 51, grad f 没有 闭 
fü. LER, 任 一 轨道 的 o 宜 限 集 是 由 奇 点 所 组 成 . 因为 如 果 X (g) 
关 0 且 存 在 pE 于 ， 使 得 9Ew( 菩 ， 设 8 是 (7(g)) 与 9 的 小 
邻 域 的 交 , 则 S 是 正 交 于 X =grad f 的 四 一 维 子 流 形 ， 由 流 的 
连续 性 ， 通 过 接近 于 g 的 任 一 点 的 轨道 必 与 吕 相 交 。 由 于 9E 
op), Buc o 的 轨道 上 存在 趋 于 g 的 点 列 p， 因 此 的 轨道 与 8 
的 交点 就 多 于 一 点 (事实 上 有 无 穷 多 个 点 ), 这 就 导致 矛盾 ,因为 了 
沿 着 轨道 是 增加 的 。 另 一 方面 , 显然 , 如 果 梯 度 向 量 场 轨道 的 @ 极 
限 集 包 含 两 个 以 上 奇 点 ， 那 它 就 必须 包含 无 穷 多 个 奇 点 。 下 面 我 
们 说 明 这 种 情况 确实 会 出 现 . 
WfRORB 
gOD M r<1 Bi, 
f (roos8, rain 8) =4 0, Mri 
eif n7Din(1/(—1)—9), M r>1 Bb 
XX. 4 X =gvrad f, W] X (rcos0, r sin 0) -0, S Hift r=0, 
Xür-l. 我 们 将 证 明 , 存在 X 的 一 条 孝道 , X o RR AED 
为 中 心 , 以 工 为 半径 的 圆周 DO， 注意 到 广 :0) -OU 及 本 ,其 中 
B, 与 Es 是 由 下 面 两 个 式 子 定 义 的 曼 线 (图 了)， 
E= ((r cos0, rsin8), r1--1/(m4-0), —w<80< + e), 
* 16 « 


Es ((rcosb, rein 8), r= 1--1/(2a--6), —2m«8«o2), 
考虑 区 域 

可 =-{Groosbg, rsin 8), 1--1/ (2-8) «v 

«LH (94-6), 020) 

并 设 工 为 区 间 (Co, 0), 1--1/2e m 1--1/m). 我 们 将 征明 ， 存 
# X8 po € I, 848 S E EGLI P E DORLU. dh. BGE po 的 o 极 限 
SEXOERUS C. 图 8 中 我 们 
描绘 了 函数 了 在 口上 的 一 
些 等 值 曲线 . 

Xm pcl jas d 
线 与 的 交集 ， 是 端点 在 
Li) ETE 
工 的 端点 时 ， 此 线段 的 长 度 
Ax. 

W g€ E, BT X (g) 正 交 子 E. 且 方 向 指向 立 的 外 部 ( 因 
为 了 在 如 中 为 负 )， 我 们 看 到 ，g9 的 负 罗 道 与 过 工 内 部 点 的 等 值 
曲线 之 一 相交 。， 因此， 集合 7 一 {PE 石 对 0<i<8, K,(2) cU 
HX.) CHE) 非 空 。， 此 和 外, 给 定 gE 本, 存在 PEJ, 使 得 9 的 
正轨 道 包 含 9， 且 2 与 9 之 闻 的 胃 道 弧 位 于 可 中 ， 另 一 方面 ,如 
B q € Bs, ç 的 负 轨 道 也 与 工 相交 , 因此 T =Z, 

Wp J& J 的 下 确 界 ， 我 们 上 断言 ,mo 的 正 就 道 停留 在 U 中 , 因 


eue 


为 否则 存在 po 的 正轨 道上 的 一 点 g, 使 得 po 与 9 2 en Pola Bt 
鱼 会 在 U 中 , 县 对 充分 小 的 320, X,(Q) CU, BE, z€ E, ot 
《EB 或 者 9ETI. NX oCE, WInt J 的 每 一 正轨 道 必 与 E. 
相交 , 交点 在 (LT1/m, 0) 5j q 之 间 的 线段 上 上， 这 就 率 层 ， 因 为 经 
# R. 任 一 点 的 负 和 轨道 必 与 工 相交 ， 从 而 与 相交 Ad g€ E, 
或 者 9ET， 册 接近 po 的 每 一 点 的 正轨 道 不 与 E, 相遇 而 离开 U, 
但 这 与 g% 是 了 的 下 确 界 矛盾 ， 因 此, po B TE EG Cork U 中 , W 
TE. 

我 们 指出 , 例 1 中 5 上 的 向 量 场 是 球面 8 上 的 点 到 它 在 名 
的 切 平面 上 的 高 度 函 数 的 梯度 ， 其 它 简单 的 例子 可 由 考虑 让。 中 
的 申 面 到 平 画 上 的 点 的 暇 离 函 数 来 得 到 ， 这 类 例子 后 面 还 要 讨 
论 . 

下 面 我 们 将 讨论 o 极限 集 的 某 些 一 般 人 性 质 . 
1.6 命题 ， 设 X C27(M), M 是 一 紧 流 形 , pc M. HH 

(8) o(p) = @; 

(b) w (9) 为 闭 集 ; 

(9) o(p) XV X BIBLENAESE, 即 o (p) 是 X 的 轨道 的 并 
Ss 以 及 

(d) o(p) 连通 . 

证 明 ， 设 杂 >co, p X, (p). HT M JUPE, 故 p. 有 极 
限 属于 eo C2) Bic T 90. 因此 o (p) 9 (5. SUde BOE go (p). 
AUEA- TO, 416i (X,(p). tT) 不 相交 的 邻 域 了 (9)， 由 
3548 V (g) 中 没有 o (p) 的 点 , B o(p) 为 闭 集 ， 下 面 假设 9E 
o(p, B.d-X.(g), Wi, o fifi X, (0)—>q. W X,..(p) 
-XOXQ) SUP X. 74, id Co(g, XNWHT o(2) 
关于 流 是 不 变 前 ， 假 设 (p) 不 连通 , 则 可 选取 开 集 六 1 55 Vs, 使 
# o(p) CViUVs, o(g) DV; i, o(p) nVi*O, RVinVs 
一 他. Pp 的 轨道 既 诊 集 在 VV 上 又 率 集 在 上 .因此 , jg T0, 
存在 t> 了 ， 使 得 他 :PD) 及 一 (VUVs = K. 从 而 存在 序列 如 
-co 满足 X, (n E 玉 ， 如 有 必要 就 取 子 序列 , 使 得 对 某 个 &E 
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KE, 我 人 有 子 n(Pp)->g， 但 这 导数 9Ew(Pp) CViUVs 矛盾. Cl 
Pt. E, 上 而 的 性 质 对 «极限 集 也 成 立 ， 然 而 , 如 果 流 形 不 

是 紧 的 ,我们 就 不 得 不 限于 考 处 包含 在 一 紧 集 中 的 正轨 道 (或 负 轨 

3E). EL9 diiBD FP 上 的 向 量 场 的 轨道 , 其 o 极限 集 不 连通 . 


— —h— s  . O 9O...—%—.. 
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图 9 


我 们 已 经 证 明 ， 环 疝 T2 上 无 理 流 的 轨道 的 避 极 四 集 是 巷 个 
环 面 ， 在 FT 上 存在 更 复杂 的 向 量 场 例 子 ， 它 们 的 © 极限 集 相 当 
复杂 ， 例 如 第 四 章 例 18. 对 于 球面 S53, 情况 就 简单 多 了 , 因为 有 
以 下 拓扑 事实 : 每 条 不 自 交 的 闭 连续 曲线 将 8° 分 割 为 两 个 同 及 于 
留 盘 的 区 域 (Jordan 曲线 定理 )， 5? 工 的 向 量 场 的 o 极限 集 的 结 
构 可 由 Poinoar6 Bendixeon 定理 来 描述 .此 定理 的 让 明 将 通过 一 
系列 的 引 理 来 进行 . 

dE XcAZ*(S», r>-1. 

1.051]. 设 XCS'X—4&5 X 匀 断 相交 的 截 线 。 则 经 过 点 2 
€8* 的 正轨 道 Oi《p) 与 已 相交 一 单调 序列 , BI p: 是 OP) 与 
X89238, WD p € [pa puc. - 

证 明 . 考 虚 从 ps 到 的 一 段 e: 
MWUARSUSA BIDS p| >. til 
一 起 构成 一 闭 曲 线 ， 此 闭 曲线 图 成 
一 圆 盘 D. Brpx SH X 580812 
且 子 的 方向 指向 也 的 内 部 ， 放 入 
WuEgUÉ & & D$, W Jt; p, € 
pia, Did 图 o: 

Web. SUAM o RR SH Z 3433 — 5. 
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icum. JBM0 oG) EHmAgsus Wp. 28 tj 2 B8 
交点 序列 ， 则 存在 p, 的 分 别 收敛 于 qi 与 gs 的 子 序列 ， RS p. 
的 音调 性 矛盾 , IN] 
1.6209. 如 果 轨 线 7 的 w 极 限 集 不 包含 奇 点 ， 则 o(?) 是 一 闭 
Jo 旦 通过 充分 接近 于 上 点 丘 的 点 的 轨 线 , 均 以 此 同一 闭 钠 作 为 
它们 的 四 极限 集 . 
证 明 。 设 YEo(?)》， 我 们 将 证 明 q 的 轨道 是 闭 的 ， 取 %E 
ok9)， 则 它 不 可 能 是 奇 点 , 考虑 包含 = 并 且 与 X 勾 有 断 相 交 的 截 线 
X. 由 上 一 引 理 ，g 的 正轨 道 与 
屋 相 交 于 一 单调 序列 一 z. 由 
于 gEwm(7)， 上 面 的 推论 据 出 ， 
对 一 切 %m 有 4 一 %， 因 此 , q 的 加 
道 是 闭 的 .现职 一 个 包含 且 与 
X 匀 浙 相交 的 截 线 ,如 引 理 二 .5 
证 推 得 (7) 为 8 的 轨道 ， 第 二 
m n 个 论 浙 前 证 明 立 即 可 得 . 口 
1.7 引 理 . 设 各 与 po 是 癌 量 场 的 两 个 不 同 奇 点 , 它们 包含 在 pE S> 
的 ww 极限 集 之 中 , EE AUR. yc (p), Bi a =p, 
ey) 一 2 
证 明 .我 们 用 反 证 法 证 明 . 假设 让 在 两 条 轨道 yi vac (p), 
使 得 aQ = 到 of (7) 一 po à—1, 2. 由 轨道 Ys 以 及 点 各 与 
pz PLE P ER C 32 8° 
分 为 两 个 圆 盘 ， 其 中 之 s 
一 包含 p, 如 图 12 所 示 ， 
设 甩 和 Zsa 分 别 是 经 
过 点 EN 和 gs € ya 
UEPSC LESE! 
线 . 由 于 yi, yo (p), 
pi SÉ Xx 1 
a, HX Xy. 考虑 LE 


130: 


HL abc: (mY, baec Yos, qopaC ys; pati Ca, q:ac s LJ J ma 
组 成 的 曲线 Oa。 我 们 看 到 ，Oa 将 S? Jy FR 4 SB. b 
的 正轨 道 整 个 停留 在 4 rh, 但 这 与 yi, yvaco(p) 矛盾 . 

1.8 sEs8 (Poinearé-Bendixson), Wk X € (82) 是 具有 限 个 奇 
点 的 向 量 场 。， 取 %ES, 目 令 o(2) 为 Dp 的 极限 集 ， 则 下 列 销 
形 之 一 成 立 : 

(D ep) 是 一 奇 点 ; 

(2) ep) 是 一 闭 二 

(8) e(p) éd po ce, Psp， 以 及 满足 下 面条 件 的 正则 胃 
道 所 组 成 : 若 yC (0), WE (y) 一 名 县 中 (7) =p. 

证 明 。 如 果 (p) Er A, MISS 1.6, o (p) 是 一 闭 轨 ， 
dm o (p) 不 合 正 则 点 , 则 由 于 X 只 食 有 限 个 奇 点 ， 又 (9) 是 
连通 的 , 因此 o (p) aif — 45 

现在 , 假定 a (p). 既 食 正则 点 又 含 奇 点 ， 设 ? 是 o(p) 中 一 条 
正则 轨道 ， 我 们 断言 ,wot?) 是 一 奇 点、 如 果 e) 食 有 某 正 则 点 
g, 取经 过 4 并 与 互 匀 断 相交 的 截 线 E. FT yCo(p, 由 引 再 
1.5 的 推论 ，y 8 X 仅 交 于 一 点 。 由 引 理 1.6， ?> 是 一 闭 轨 ， 且 
c (p) y. T3k 5j o(p) SISA. BU ey) 为 一 奇 点 ,类 
436, o (y) 也 为 一 奇 点 . 

我 们 通过 下 面 的 一 些 例子 来 说 明 与 这 个 定理 有 关 的 一 些 事 


x. 
Bi. X ES? 上 的 向 量 场 ， 如 图 18 
BOR. 北极 与 南极 是 奇 点 ,赤道 是 一 条 卫 
3, 其 它 轨道 部 从 极点 出 发 面 终止 于 赤道 . 
ge, S* 一 RR 是 在 球面 赤道 上 等 于 零 
的 非 负 O™ 函数 DOE ELE Ye X. 
示 道 上 的 每 一 点 都 是 了 的 奇 点 . EA DE 
不 是 极点 ， 也 不 在 赤道 上 ， 则 它 的 o 极限 Bois 
集 是 整个 未 道 ， 这 个 例子 说 明 , TOES BS RURPIRASX f, 
Poincaré-Bendixson 定理 就 不 成 立 ， 


eo 


南半球 北半球 
图 14 
Bl. É X X€ S? 上 的 向 量 场 , 如 图 14 所 示 ， 此 向量 场 有 两 个 
K pa 与 Px 和 一 条 闭 轨 ?7 此 半球 而 上 的 轨 
道 以 Px 为 w 极 限 集 ， 以 ?为 四 极限 集 ， 南 半 
球面 上 的 奇 点 ps 是 玫瑰 花 中 心 ,无穷 多 个 花瓣 
都 是 由 从 ps 出 发 而 终止 于 ps 的 轨道 所 转 成 . 
每 个 花瓣 内 部 的 依 况 如 图 15 BER. 
南半球 面 上 的 其 它 轨道 都 以 ?为 “极限 
Bus 集 ， 以 玫瑰 兹 的 边缘 为 o 极限 集 ， 办 此 ,一 条 
轨道 的 o 极限 集 可 以 食 有 无 穷 多 条 正则 轨道 、 这 表明 如 果 甸 一 
9», 引 理工 .7 就 不 成 立 . 


°P 


$2. (7 映射 空间 的 拓扑 


本 节 我 们 在 紧 流 形 M 上 的 Cr 向 量 场 空间 27 0M) 中 引入 让 
然 拓 扑 , 按照 这 个 拓扑 , WA EG X, Y C27 (M) 是 接近 的 ,如 
3t M 的 每 一 点 ， 这 两 个 向 量 场 以 及 它们 直到 7 阶 的 导数 都 接 
近 . 


我 们 先 考 虑 定义 在 紧 流 形 M 上 的 Or 映射 空间 CQ，R)， 
TP 


0<r<co， 在 0 UM, R5 上 有 自然 的 向 量 空间 结构 ， 对 f，g 马 
C(M, R9, AER, 有 
C+D (0) =f(p) vg», 
00 (9 -Af (9. 

再 到 开 集 Vi, …， Vy 作为 M IO ESE, 使 得 对 每 个 存 
在 局 部 卡 (%, UD MEE V.CU, B x(U0 -B(2), (7) = BG), 
其 中 B(l) 与 B(2) 是 中 心 在 R" 的 原点 , 六 径 为 1 与 2 的 球 ， 对 
f€O'(M, R5, ia f'— femi", B(2)-» Ri， 定义 

V frm max sup( |/'G21, 1df*G2 E, --, 187 G2]: u€ B(). 
9.1588. ||, 是 O' OM, RP) 中 的 完备 范 数 ， 

证 明 ， 显 然 下 是 O' CM, RO 中 的 范 数 ， 简 下 来 我 们 证 明 每 
个 Qauchy 序列 都 收敛 . 设 f M — ne 是 在 范 数 ||, 下 的 Gauehy 
序列 .着 pE M, WJ f, (p) JE RP rh iB Oauchy 序列 , 因此 收敛 . 2 
f(p-lmf.p. 8L 60-9 PG), Wu€ BG), i-i, ---, 
k. 5 78, MESE u€ BO), dfi u) É L(R", R°) rii Oauohy 
序列 , 因此 收敛 于 线性 变换 TQ). Su, dio T 的 收敛 性 
是 一 致 的 ， 事 实 上 ， 

0 — Tu) < 的 -GO 
二 am 的 - T6). 

给 定 es>0， 存 在 wo， 使 得 只 要 n, wn, X --UucB(D 均 有 
JafiG) 一 四 01<s/3， 另 一 方面 ,对 每 一 点 wE3GD)， 存 在 依 
CP w BJ vno, 使 得 |dft, (u) — T'(u) | «5/2, BIG, 当 nz=no BF, 
X —U ve BCO, gliaftoo —T')|«e. Bg 0.0, 产 是 
OURMW,HGP-T. gie, HuENCI ELCHE f.— 7. 按照 同样 
的 推断 ， 用 归纳 法 我 们 可 以 证 明了 是 0 类 的 , ELE ||, # 
fe. 口 
易 见 ， 用 范 数目 + Orar, n) 上 定义 的 拓扑 与 M 的 覆盖 

Vs, c Vy 3628. 
下 面 ， 我 们 给 出 具 Cr 拓扑 的 空间 O (M, Re) 的 某 些 重要 性 
* 28 « 


pibe tior fetu RR (dn Sos 6nd or No RU Mo 
一 个 拓扑 空间 称 为 Baire 空间 , In z 8 fé TORRE HUIUS B 
+O (QH, Re) 是 完备 的 距离 空间 。 因此 可 以 立刻 得 到 下 面 的 命 
Bi. 
2.9523, C'CM, Fi) 是 Baire 空间 . n 

ibBHDEWENL, COM, R5 & &— A RDCHI ERECTA, 对 
EO (MM, R), A)B P-f»X; B) cR" Fe. 注意 到 由 

Ifa = (u, Pu, dfG), -, d''G)) 
定义 的 映射 
Ff BO—>BO x Rx LS, RY) xX. x IG, R)=B 

Ek. 帮 J"(f9) -FFO5GD 是 吾 的 紧 子 集 .容易 者 出 , 如果 
是 了 在 C OM, R°) 中 的 一 个 邻 域 , 则 存在 Tf) Tr) x. x 
Jr dE Ex Ex x E spl W, 44835 gcor(M, R) E. 
J'g c J'g^x - xJ'g*-WiW, g€ %. 
9.8 $988, O'CM, R”) 是 可 分 的 , 即 它 有 一 个 可 数 的 拓扑 基 . 

WES HUPOEUT Exc EO Euclid 空间 中 的 一 开 集 . 故 
关于 王 的 拓扑 存在 一 个 可 数 基 Es, e, E, e 设 ES, SL 1... 
是 配 的 开 子 集 族 ， 它 们 是 ;的 记 有 有 限 并 ， 对 每 个 六 令 Z — 
(geo (M, R5, J'G) CË. Sik, OG, P) 中 为 开 集 
RO fd OC QI, PO) 中 的 邻 域 , B W ou Jr (J) foeni, 使 得 
MJ (g) CW 8 gc. dy JO) 是 紧 的 , 故 存在 由 包含 在 本 
中 的 开 集 E, 所 组 成 的 J (J) 的 有 限 覆盖， 设 E, 是 这 些 H. 的 并 
#. WAJQ)CECW. WU, Z 包含 了 且 包 食 于 Xp 之 中 
这 就 证 明了 (du, e, 6, J 是 一 个 关于 Or (M, R) 的 拓扑 的 可 
Boe. n 

下 面 我 们 证 明 ， 每 一 0" 映射 可 以 在 Cr 拓扑 中 用 O7 映射 首 
3. 
2.45]: Xf. UCR"O5O' WM, U 33689. 9 KcU XW 
集 ， 则 对 任 给 的 a>0, 存在 O" 映射 外 Re Fe, dede K 上 有 
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If - 9e. 
证 明 。 GE E PS, VEU OE 的 某 紧 ” 邻 域 之 外 
取 值 为 0 的 冲击 阔 数 p, R" 一 R， 取 h=gpf, ME K 上 hf, 在 
口 之 外 h~=0， 由 于 是 0 的 , K 为 紧 集 , 故 存在 8>0, 使 得 
suptl]d'h(u4-v) — SG) |. vC E, |w[ «81e, 
op d' Us j Brb3k, joi, =, r. p RR 34 上 wj>>6 


B eG) 70, B. f mGOde^1 的 冲击 函数 ， 定 义 g. RnOR, 
ge -| iG) i-e | gu(o— wu) (o)de, 

则 有 d'g(u) -jo (s) h (u-- v) de 

和 dg) ~ C70? | #s,G—uyh(Ddz, 

由 第 二 个 表达 式 得 知 g 是 OT 的 ， 另 一 方面, 由 第 一 个 表达 式 ,我 


lage) - Go | | [eco 
-| gu (2) d'h a) dv | 
-| ceo -@na0)a |<, xtuex. 


由 于 在 玉 EA-f, 因此 yg 满足 我 们 所 要 求 的 条 件 . 口 
9.5 命题 由 所 有 0” 映射 组 成 的 子 集 在 O" (M, R”) 中 稠密 . 
证 明 . 设 (e, U), $=1; b QW E aQ) =B(2) 和 
M= UF, 的 局 部 卡 ， 其 中 太一 ora(BCD)， 取 从 属于 覆盖 1 
的 单位 分 解 {pr M—R). E /CO'(M, RD, s>0， 由 上 一 引 再. 
给 定 8>0， 存 在 O“ 2685 gt: R^ n'y 使 得 在 BOD E, | — gl, 
<8, rh fo fons, JR 8 EAS BI [oJ — odo], <a /k, FR 
此 , g- Xog'on 是 O^ 类 的 , 且 
Lf -gl,- IZ of — m oe) |, <8/k-+----ra/k=ə. DH 
现在 考虑 闭 流 形 N. RB Whitney 定理 , XI 220, 可 假定 
1) RGCUUS E 的 某 邻 城 。 一 一 评 者 注 


N k R b— HT WE. H N É R: HET CO CM, N) 
3E C (M, R”) 中 是 闭 的 ， 因 此 , 具有 由 O (M, R” 诱导 的 拓扑 的 
O' QM, N) 是 可 分 的 Baire 2:8]. 

设 N.cR=, N,.cRs 是 两 个 闭 流 形 ， 句 N,— N, JO! 
8, r<1<co. H B f Def EX @,,O'(M, N.)—=>O' (M, NJ). 
.8 命题。 映射 6, XE. 

证 明 ， 出 命 及 0.16 的 推论 2， 存 在 :映射 义 Re 一 Re， 使 
得 在 N. Ed—0. d (oo U), bm~1，-…, k, 是 如 上 所 述 的 于 中 
的 局 部 卡 ， 易 见 , 给 定 se>0, 存在 8>0, 使 得 在 BD) 上 , 当 

|f eai — geri? || <8 
时 ,有 上 (多 sf 一 包 cg) oo 上 ,<s， 因 此 , 当 Lf —g|,<5 W, 
18:7 — Dg], - B. f — eg], <a, 
这 就 证 明了 @, 连续 ， 

现在 设 M 58 N 是 两 个 抽象 流 形 ， 且 M 为 紧 的 ， 我 们 可 » 
O'(M, N) 上 定义 人 拓扑。 2, RUN BLA Euolid # Jj 
RD(gEBR 0, 妇 )， 上 述 命题 说 明 这 个 拓扑 与 嵌入 无 关 . 

2.7 命题 。 由 所 有 O7 上 映射 组 成 的 子 集 在 O" (M, N) 中 稠密 

证 明 . (ub NCR"S RRYCR' EN IBARRA, mV 
全 下 是 对 应 的 投影 ， 设 JECr(M, N). dif 2.5, STRE EUR 
O7 BM g, M — R 通 近 因此 , wog: M — N REO" 的 , H z, 
38, 故 wog BR f. n 
DIINMEMSSLELEEREIPATPLIDETUTEI 
Dif (M) & O CM, M) 中 的 开 集 ， 

证 明 . 设 fEDif"(M).， 我 们 可 以 假定 MCR. ÉocM, 
由 反 函 数 定 理 , 存在 2 在 M 中 的 邻 域 V9, 在 Cr CM, M) 48 
域 9/p, 使 得 如 果 9EXY?, WE g|V, Redit EUR, t Vu eos Vo M. 


的 一 个 有 限 子 覆盖 ， 令 »-Qv. 如 果 8 是 此 覆盖 的 Lebesgue 
数 , 则 当 d(p, 9) <8, EL pwg 时 ,对 每 个 9yEY， 有 g(2p) gla). 


1) s=9n+1, Jp a EN USES, BUDE S 误 为 8. 一 一 译 者 注 
.26. 


3 JW, p-inf(d( (D, f(g)): p, 26 M B d(p, 79) & 
正 的 ， 因 此 , 由 缩小 少 可 以 假设 当 gE% 时 , g 是 一 个 单 射 ， 又 


因为 9 是 一 个 局 部 微分 同 是 , 故 它 是 M. 上 的 微分 同 腔 . 口 
由 上 述 命题 , 得 知 Diff M) 是 一 可 分 的 Baire 空间 , 上 且 所 有 
O” 微分 同上 组 成 欧 子 集 在 其 中 稠密 . 


最 后 ， 考 虑 紧 流 形 M 上 的 Cr 向 量 场 空间 AP OD. BOE M 
CR pn, r (M) 是 Or (M, RP) 的 阅 子 空间 ,因此 ,2 CAD 是 
可 分 的 Baire 空间 我 们 证 明 ， 每 个 向 量 场 X CAU OM) 可 以 用 
C" 向 量 场 来 逼近 .事实 上 , X 可 以 用 CO” 3 Y, M O TM OR 
3S Uka; TM M 是 自然 投影 、 由 于 mm 连续, 放 m* 了 是 Cr 88 
近 于 wo 了 =idx， 由 命题 2.8, p—eY Jš ky Wi. UZ- 
了 og 1. WW o E: O° Bg, Hn Z idu, lC Z &— O7 FIBER. 3E 
HZGHEOX. 〈 见 第 一 章 未 昆 的 练习 15.) 


$3. 匀 断 相交 性 


ESCN E — O TE, f, MO N B OY RR, XE, 
r»1, RUD pe M SAN NURIG CS, NX 
df, (PM, -TS,s - TN« o. Wit df, HER T, RR TM, MA 
包含 TN 的 一 个 子 空间 , 那么 这 个 子 空间 是 TSycw 的 补 空间 ,如 
果 在 每 一 点 pE M, f 8 8 匀 断 相交 ， 则 称 了 与 及 匀 断 相交 , 记 作 
fm8. 注意, 落 M 的 维 数 小 于 8 BANI UL B 25 f Gr) n 
8—-@ W, f 2-5 8 SW, 

一 个 有 趣 的 特殊 情形 是 产 M — N 为 浸没 ， 这 时 下 与 每 个 子 
流 形 SC 都 匀 断 相交 。 我 们 用 下 面 的 方法 来 定义 两 个 子 流 彩 
8, Bu 下 之 间 的 多 斯 相交 性 ; 8, 与 B HON ATUS, 如果 包含 
Weit à S,» N 匀 断 相交 于 Ba 

我 们 知道 ， 每 个 子 流 形 都 局 部 地 是 茶 一 正 风 什 的 道 象 、 更 严 
格 地 说 ,如果 gESC N", 则 存在 9 E N 中 的 邻 起 Ve 和 Or 微分 

1) gimNo=n, 8 JE N (fj CFTE — EE 
T 


We, V. R'xmeU 使得 op(SmnTo 一 Rex{0、， 因 此 Sn 
(up) (0), Mb wa R'xmc R” 是 自然 投影 ， 现在 设 
f. M— N, BW U,CM E p 的 一 个 邻 域 , EE (UD CY, 其 中 
qcf D. PEEBUN zaeesf|U,, 各 图 16. 


图 16 
下 面 的 命题 是 直接 可 得 的 . 
8.149. yug f. MN g£ p€ f 1(8) 5 8 勾 断 相交 当 且 仅 当 
对 如 上 的 某 个 邻 域 Us, 0 是 msogof |U, 的 一 个 正则 值 . n 


推论 . 设 fEO"(M, NS, B° JE N OU TWJED, br 
m1. WH f OS HA, BJ) 广 :(S) 或 者 为 空 集 ， kas 
数 是 mw 一 5 的 太子 流 形 , 其 中 1 一 min (e, r). 
8.294. AR M 是 紧 的 , HSCN mát, NL OP (M, N) m 
ELERES Lp T EE S 

AE COOL, N) 88 Ald. xHS— CS, 38 
3ÀV 和 微分 同 胚 oa: Ve R' R7, 使得 o (OT) Rx (0). 
3H pf 0, 2 RE yU) CV 的 邻 域 Up, 以 及 megas f 
Bak, EEUU, 8 N BAB JE 485 yU) C 
OM, N), O83046 g€, mpeg 在 U, 上 与 ma*guoy 相 
等 REUS, S US EXER FO 88. 2 U=U, U. 
UU, Y() - Yan nZ... 显然 , qR g€, M| g 与 8 在 
如 的 每 一 点 都 匀 断 相交 ， 由 于 履 一 口 是 紧 的 , R/(7-U)nS- 
Qj, 如 有 必要 我 们 可 缩小 久 , 则 对 一 切 gE 有 gM- 吕 由 8= 

1) XHLN 与 Nz JE ROT TUE ,一 一 译 者 注 
.98 


£j. Wb, f&— gc Y^ Hi 8 ^re. ir E. n 

注意 ,如果 SCN 不 是 闭 的 , 则 命题 对 S 的 闭 子 集 仍 成 立 . 换 
句 话说, 如 果 ScCS # N 中 是 闭 的 , 则 在 六 (58) 上 与 8 匀 断 相交 
的 瞻 射 :用 一 六 的 集合 是 O"(M, N) PETER. 

E A, M, N RUE, HR F. 4xMoNIKO^gBRAL X 
X€ A, RIT FD = FO, p) JE XBUS I. MN, W Sc N 
JO" TUE, 2 T C A Jit P. 5 8 勾 断 相交 的 所 有 和 组 成 的 
点 集 . 
3.3 命题 . 如果 Ax M— N sj SC N 么 断 相 交 , 则 Ts 是 4 中 
的 剩余 集 . 

证 明 . 设 w: 4x 政 一 4 是 自然 投影 ， 由 于 至 与 8 dH 
交 , MCS- F-3(8) 是 AX M ITO, ms=x|8, 8 A O7 Wk 
HL 改 容易 看 出 当 且 仅 当 入 是 ma 的 正则 值 时 FEES 58 
交 ， 再 由 Bard 定理 可 得 此 命题 . 

推论 1. i f, M — R" J: O“ f, SCR" 为 一 子 流 形 ， 则 使 得 
了 +9 5 8 匀 断 相交 前 所 有 向 量 o € R" 构成 一 剩余 集 . 

证 明 . BF», p) —f (p) E XU BBB F. nx M Rh 是 
一 浸没 , 因此 它 与 8 勾 断 相交 ， 再 由 命题 立刻 得 到 此 推论 。 口 

推论 3， 如果 对 是 一 紧 流 形 , 则 由 所 有 与 闭 子 流 形 SCR" 5J 
断 相交 的 有 映 射 组 成 的 集合 T COP CM, R") 是 开 称 的 . 

证 明 ， 由 命题 3.3 可 得 T, 的 开 性 。 稠密 性 可 由 推论 1 以 及 
C" polite O*(M , R^) 的 再 密 性 得 到 . i! 

我 们 强调 指出 , 命题 3.8 中 的 流 形 A, M 5 N RENE, 
还 要 指出 , 命题 3.3 及 推论 1 中 都 要 求 映射 和 子 流 形 8 是 0” 的 ， 
这 是 因为 在 定理 证 明 过 程 中 我 位 用 到 了 Sard 定理 . 
3.4 定 理 (Thom). 假定 M 是 一 紧 流 形 , ScN 是 一 闭 子 流 形 , 则 
所 有 与 8 匀 断 相交 的 映射 了 ECO 用, N) 构成 一 开 秽 集 . 

证 职 ， 由 于 我 们 已 经 证 明了 开 性 ， 剩 下 只 要 证 明 与 8 SJ 
3080318047. ROU eO*(M, N). =IKBE, 对 每 点 pE 
M, 存在 2 TEM 8338 U, 以 及 了 在 OS, N) 8338 Y, 
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使得 在 U, 中 所 有 与 8 久 断 相交 的 g € Y^, 的 集合 在 Ys h tii 
的 ， 事 实 上 , 如 果 Us, …, Us, 是 M JA R FS, Y 0) Ys 
fi-- n», Ride 24 804—455 S 5382388) gc 的 集合 是 
JPRRU. 特别 ， 我 们 可 用 与 8 匀 断 相交 的 映射 逼近 f, 然后 再 构 
kanaa U, 与 Y, Wy. V Rh EE f (p) 的 一 个 局 部 卡 . 
取 p 的 邻 域 口 ， 使 得 (Dy) CV， 到了 的 邻 域 Ya， 恒 得 对 一 切 
g€ Y, g(Ds) CV, 命题 8.2 的 证 明 还 说 明 , 在 0, 上 所 有 与 信义 
斯 相交 的 gc, 的 集合 是 开 的 至 于 筒 蜜 性 的 证 明 , 我 们 可 以 先 
考虑 O" WU g€ Z, WO 映射 在 OP(M, N) 中 稠密 容易 
Tn, Re CR" 有 小 范 数 ， 则 存在 接近 于 9 的 gc, 使 得 在 
Ü, 上, yogo=yo9 十 %, 在 Ú, 的 一 邻 域 之 外 9 一 9， 由 命题 3.8 的 
推论 1, 存在 具 小 范 数 的 ER", 使 得 yeg+% 与 9() CR" ATi 
zx. Bulb, go 在 DV, 上 与 8 匀 断 相交 定理 证 毕 . ü 

注 。 在 定理 3.4 中 , 我 们 要 求 如 是 0” 子 流 形 ， 然 而 ,定理 的 
结果 对 Cr 类 (r2>1) E S dur. 事实 上 , 在 上 面 的 证 明 中 , 只 
E Cr 局 部 卡 y 使 得 %(8) 是 R° 的 O” 子 流 形 ， 然 后 用 使 得 在 
DU, 上 yo9 为 CO“ 映射 的 少 求 逼近 9 BUR. 


$4. 结构 稳定 性 


微分 方 各 的 定性 研究 就 是 研究 微分 方程 的 轨道 空间 的 几何 表 
示 ， 央 此 ,自然 要 间 ,， 两 个 轨道 空间 什么 时 候 才 有 相同 的 表 未 ， J 
局 的 定性 特征 ， 这 意味 着 在 微分 方程 之 间 建 立 一 种 等 价 关系 ， 钦 
得 孝道 的 几何 结构 的 等 价 关系 就 是 下 面 我 们 即将 定义 的 拓扑 竺 
价 . 
设 %r (AD 是 在 紧 流 形 M 上 其 O" 拓扑 的 Cr 向 量 场 空间 ， 
r1. WARE X, Y C$ OM) 称 为 是 拓扑 等 价 的 , 如 果 存在 
JBE h, M -> M, TOM X 的 孝道 变 为 了 的 轨道 , 且 保 持 定向 ， 后 
面 的 条 件 意味 着 ,如 果 2E M, 820, 则 存在 。>0, 使 得 对 0<1<8 
和 某 个 0<z<s， 我 们 有 7 Ri( 功 一 ze(( 芒 )， 称 有 为 互 与 了 
905 


之 问 的 拓扑 等 价 ， 这 样 , 我 们 在 2(M) 上 就 定义 了 等 价 关系 . 另 
一 个 较 强 的 关系 是 向 量 场 的 流 的 共 辆 。 两 个 疝 量 场 X H Y 称 为 
J&3C ERI, 如 果 存 在 保持 参数 t 的 拓扑 等 价 丸 亦 好 对 一 切 pE M 
和 一 切 iER, E hX,(0) =Y (p). 

下 面 的 命题 说 明 对 于 两 个 等 价 的 向 量 场 ， 它 们 的 轨道 空间 的 
基 些 定性 特征 必 相 同 , 其 证 明 是 直接 可 得 的 . 
41. hJE X, Y c4*(M) 之 间 的 一 个 拓扑 等 价 , 则 

(a) p€ M J& X fürdi S ELDOR hCp) JE Y ira so 

0» 向 量 场 X 过 2 的 轨道 Cx (p) 是 闭 的 当 且 仅 当 (9) 
是 闭 的 ， 

(e) €x(p) 的 ww 极限 集 在 作用 下 的 象 是 Cx CD) BJ o IR 
有 限 集 对 a 极限 集 有 类 似 的 结论 . 


$11. # R: 上 考虑 由 
Z (z, y) — (z, g), Y (e, g) — +y, s+ 
定义 的 线性 向 量 场 , 它们 对 应 的 流 是 


sl, y) =ë (e, y) 

与 Ple, y) = et (a oosš-+-s sin #, —csin£--ycost), 

我 们 在 R° 中 构造 使 X, 58 Y LAORE h. 由 于 0 是 了 与 
Y Wes, WODAURA()-0. RA, RAND STi X W Y 
都 勾 断 相交 ， GU. X 和 了 的 所 有 雪线 除 0 DUAE S 相交. 
X cS, 我 们 定义 (办 一 p， 如 果 gER 一 {0}， 则 存在 唯一 的 
#ER, 使 得 X,(0 -p€8t. & AG) =Y. (=Y X,(0. 立刻 
可 知 加 连续 ， 且 在 R° — (0) EG ERG. AGnAC E O NEAR 
Pes X 与 了 的 流 来 检验 . 

B2. É X SY ER 上 的 线性 向 量 场 ,它们 关于 标准 基底 


前 矩阵 是 
x-; 小 r5 E 


由于 下 的 所 有 轨道 都 是 闭 的 , 而 X MIA, 故 这 两 个 向 景 场 不 等 
f. 

—T VES ENPHTROENI, Jaque gui do THES EET 
量 场 的 微小 扰动 下 是 不 变 的 。 严格 地 说 ， 了 E27CM) 是 结构 稳 
AER, Jute 27 (M) 中 存在 BJA Z, 使 得 每 个 了 E 六 都 
拓扑 等 价 于 了 


任何 流 形 上 的 零 向 量 场 显然 是 不 稳定 的 。 另 一 方面 , (ilh 
考虑 的 线性 场 X (p) —p 在 RR 的 线性 向 量 场 空间 中 是 结构 稳定 
Wo 为 了 诱导 在 后 面 几 章 才 介绍 的 稳定 性 的 必 权 条 件 ， 我 们 再 给 
出 几 个 不 稳定 向 量 萄 的 例子 


Em 


图 20 


例 3. 如 第 一 节 例 2, XoESRI T> 上 的 有 理 向 量 场 ， 这 个 向 
Te 2 (D) 中 是 不 稳定 的 。 事实 二, 这 个 场 的 所 有 轨道 痢 是 
Pat, 而 它 却 可 用 不 具 任 何 闲 轨 的 无 得 向 量 场 来 迁 近 .实际 上 , 在 
QR) 二 维 流 形 上 ， 每 个 具 无 穷 多 条 闭 轨 的 向 量 场 都 是 不 稳定 的 . 
这 是 因为 我 们 可 以 用 只 具有 限 多 条 闭 轨 的 向 量 场 来 近 近 它 ， 这 将 

例 和 &、 设 严 是 以 通常 方式 嵌入 R° 的 环 而 7 的 水 平 切 平 而. 
Ws 5 T^ 交 于 “ 纬 线 " 或 水 平 圆周 (如 图 20). Wy TRAE 
将 T* 上 的 每 一 点 对 应 到 它 同 m 之 阁 的 距离 的 函数 ， 取 研一 
gef. RIT? 的 包 食 在 王 中 的 整 条 纬 线 都 是 的 奇 点 ， 现 在 令 
X'=grad f, 尹 是 环 而 上 的 点 到 平面 mr 之 加 的 距离 , v 为 w 的 一 
个 小 旋转 出 于 只 有 四 个 平行 于 中 的 平面 切 于 ZT ， 且 每 一 平 而 
只 切 下 于 一 点 ,因此 X" 只 有 四 个 奇 点 , AE X 不 等 价 于 X, k 
并 不 稳定 ， 我 们 将 在 第 二 章 中 指出 , 每 个 具有 无 穷 多 个 奇 点 的 向 
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量 场 都 是 不 稳定 的 ， 这 是 因为 它 可 以 用 具有 限 个 奇 点 的 另 一 向 量 
Jokes. 
例 5， 现 在 我 们 找 述 S: 上 的 一 个 不 稳定 向 量 扬 ,虽然 它 拓扑 

等 价 于 稳定 的 北极 -南极 向 量 场 ( 第 一 节 例 蕊 ， 设 户 R 一 民 是 满 
尼 下 列 条 他 的 O“ 映射 

了 的 >0， 当 经 0 时 

fJO-l, miim 

J(0) =df/at(0) = —d'f/àr 0) — ... —0. 

考虑 由 X(roos0, rsin) — (rf(r)cos0, rf (r)sin 0) 定义 的 Ra 
上 的 向 量 场 X. uM BUR, 原点 是 其 唯一 奇 点 , 4X (0) 一 0， 
Bx join, 1X C ] 1. 


图 器 


dw 9 一 {pn} -> 民 ?是 球 极 投 影 , 如 图 22 所 示 .， 定 义 S93 上 
HIT SER XC. po py X (p) m doi X (z (2)); X (p) — 
9. Bu, X E O" ful. 具有 两 个 青 点 px S pss UE Ue 
X 581 例 工 中 北极 -南极 向 量 场 之 间 的 折 扑 等 价 是 恒 等 映 射 . 下 
保证 明 , 存在 -个 含有 …- 条 闭 轨 的 疝 量 场 Cr R X. W P 是 用 
Y (rcos0, rsin8) = (ri(r) cos6 + rg(r) sin, — rg(r)eos@ + 
ri(r)sin6) 定义 的 R? 上 的 一 个 向 量 场 , JG 1, g, R— R JEOT B 
射 , 如 图 28 所 示 . 

TO =1(a) =0, g(0) -g( -0, 35 >C Bf, 
1Q)=1/4, iB gG)>0, MO«icch, 


图 2 


i)«o, 当 0<t<a 时 YY) =0, 

1G)>0, Xib»aB g(a)=b. 
以 原点 为 中 心 , 为 半径 的 贺 8, 是 P 039, SE T z S, 
的 每 一 点 都 与 8。 相 切 。 在 单位 半 猎 之 外 , P-X. uj Y ust 
上 定义 了 向 量 场 了 ， 它 以 南 执 、 北 极为 其 “吸引 " 麻 点 , 且 有 “排斥 ” 
闭 轨道 ?一 +(9o) 。 如 果 我 们 选 3 去 Cr EE f, I g 去 Cr 逼近 
堆 函 数 ， 则 了 就 0" 逼近 X. H- X 不 是 拓扑 等 价 于 了 的 ， 故 
X dk #rr(85 中 不 是 结构 稳定 的 

我 们 强调 指出 , 在 这 些 例子 中 , 只 有 例 5 的 向 量 场 等 价 于 稳定 
向 量 场 ， 其 它 例子 的 不 稳定 的 基本 原因 是 疝 量 场 在 奇 点 ps 的 导 
数 是 退化 的 . 

一 般 地 , 证 明 向 量 场 的 稳定 性 是 一 个 束 手 的 问题 ， 这 方面 的 
许多 例子 将 在 第 四 章 中 给 出 。 下 面 我 们 来 分 析 S" 上 的 向 最 场 的 
稳定 性 ， 这 种 情况 非常 简单， 但 它 可 使 我 们 对 动力 系统 理论 的 一 
般 目 的 有 所 了 解 . 


W X' 是 St 上 两 个 单位 向 量 场 的 一 个 ， 任 一 X cT (nw 
Risk— 3158408 X (9 -f (p X* (p), p€8*, f CO'(8*, R). 8 
dk X(p)-0:3 BBos f(p) =0， 正 如 我 们 已 经 注意 到 的 , 任 给 一 
EA&ECS, f fcor(8t, R), 使 得 广 :(0) =K. WK 
是 下 ~f 芝 ?的 奇 点 集 .， 由 于 拓扑 等 价 保持 奇 点 不 变 ,， 所 以 , 向 量 
场 的 等 价 类 的 基数 至 少 不 少 于 8: 的 紧 子 集 的 同 胚 类 的 基数 ， 这 
说 明 不 可 能 对 St 上 的 所 有 向 一 场 的 轨道 结 构 进行 描述 与 分 类 . 因 
此 , 我们 自然 要 限制 在 4 r (87) 的 某 简 余子 集 上 进行 讨论 ,如果 能 
在 某 开 笛子 集 上 进行 分 类 当然 更 好 . 

X € (85 的 奇 点 p 是 非 退 化 的 (或 双 曲 的 )， 如 果 dx (p) 
70, Hi gf(p) 40, Jih X —f£X*, Mt df(p)<0, Wi p E: —W- 
(或 吸引 奇 点 ), 如 果 df (0) >0, HJ p XE UR (或 排斥 奇 点 ， 设 G 
4 (8) 是 其 奇 点 都 是 双 则 的 所有 向 量 场 构成 的 子 集 . 由 于 这 些 
奇 点 都 是 孤立 的 ,因此 其 数目 是 有 限 的 (可 能 为 零 !()， 我 们 断言 ， 
G 是 一 开 移 集 ， 事实 上 ， 设 X-/X°, fS" SxRÉjQO- 
(p, fO) 定义 ， 显 然 卫 EG 当 且 仅 当 了 与 87x (0) 匀 断 相交 
但 是 使 得 了 与 名 x {0} 勾 断 相交 的 所 有 JECr(S8+，PR) 组 成 的 集 
合 是 开 的 。 此 集合 也 是 稠密 的 , 这 是 因为 对 每 一 了 使 得 了 + 与 
BS*x (0) 匀 断 相交 的 "ER 只 的 集合 是 剩余 集 , 因此 我 们 可 以 选取 % 
充分 小 , 使 得 〈 ++) X° € @. 

Ju X CG, 号 = JX f, SR 的 图 象 看 到 , X 的 汇 与 
源 绕 81 而 行 必须 交替 排列 .特别 , 奇 点 的 数目 是 偶数 个 、 由 此 得 
知 , 如 果 X, Y €G 有 相同 个 数 的 亲 点 , 则 X 与 了 RR36396. 3 
St E, 设 mu bi, as, bs, =, G, b 依次 是 丰 上 三 的 汇 与 源 、 类 
似 地 , VE al, bi, as, 03, …, av, b, 依次 是 了 E 8: 上 的 汇 与 源 . 定 
X h(a) =a, h(b) 一 本 .选取 点 p€ (G, b), g€ (b, aa, n € 
(ai, b) Ri qt € (0, aa). 定义 有 PD =m, h(q) ai. SUR p 
(a, b)， 则 存在 唯一 的 fER， 使 得 X, (p) =p, SEX (p) - m, 
À(g) -g. 3038 p€ (G, b), WIriEPE—R SCR, 使 得 X, (p 一 
Da SEX (D) =Y (0) =Y AX (p), 2E3I (Gu, a3) 中 的 点 作 类 
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伺 的 讨论 . Sp, WPSORGA, BOX 的 流 与 了 Wai j 
[m 

ARX 没有 奇 点 ， 则 互 只 有 一 条 轨道 ,就 是 整个 路 ， 如 果 
X-fX* 则 在 St uU f>-0, 或 者 f<0， 如 果 f>0, n X 
X° 之 间 的 拓扑 等 价 是 便 等 映射 ， dm «0, 83 IRURE 
作为 我 们 的 拓扑 等 价 ， 最 后 , 我 们 断言 ,如果 X CAT (87) 是 稳定 
的 ,如 X EG， 首 先 ,我 们 注意 到 X 的 奇 点 的 数目 是 有 限 的 , 这 是 
因为 G 是 稠密 的 ， 因 此 X 必须 与 X 附近 欧 向 量 场 了 EG 等 价 . 
我 们 让 读者 证 明 , 这些 奇 点 都 是 双 遇 的; COURIR, 我 们 可 以 扰动 
X 以 增加 奇 点 的 数目 , 而 这 与 X 是 稳定 葛 假 设 矛盾 因此 , X € 
2*(8) 是 稳定 的 当 且 仅 当 及 EG， 从 而 名 "(SD 中 的 结构 称 
定向 量 场 构成 一 个 开 秽 集 ， 我 们 已 经 看 到 ， 对 它 可 以 进行 分 
类 . 

微分 方程 几何 理论 的 发 展 自然 虹 致 对 发 分 向 胚 的 乎 行 研 究 . 
下 面 我 们 介绍 微分 同 胚 的 轨道 结构 研究 的 某 些 基本 概念 . 

设 fEDifrGa)， 点 BE 下 的 轨道 为 集合 CCD - (f'(m. 
a€ZL A Op) 为 有 限时 ,就 说 是 周期 点 ,， 而 称 满足 产 (p) = 
Dp 的 最 小 整数 n>0 为 p 的 周期 MUR f (g) =p, 就 说 是 一 个 不 
动 点， 当 存 在 整数 序列 mw-> co, fif (p) aj, GER d 
Tol oBESo(p. m4ecé(, 则 wl2) -e(p. WL EL 
cp) 是 非 空 的 , 闭 的 不 变 集 ， 不 变 即 o(p) 是 了 的 轨道 的 并 集 . 
对 周期 点 e( 一 OCp)， 因 此 ,如 果 p 的 周期 大 于 1 o(2) 
就 不 连通 了 。 类 似 地 , 我 们 将 的 «极限 集 定义 为 广 ?的 名 极 限 
集 ， 上 上述 关 于 o(p) 的 性 质 对 于 a(p) 也 成 立 . 

其 个 微分 同 胚 的 较 道 结构 的 等 价 性 可 用 共 声 表示 .Jf,， gE 
Düftr (M) 之 间 的 共 辐 是 一 个 同 胚 如 M —> M， 它 满足 关系 Pf 一 
goh、 因 而 ,对 任意 整数 m, 有 如 疡 一 groh。 因此 , 如果 g 一 (Pp)， 
RE AQ) 一 O64(g)， 这 就 是 说 , hb 将 了 的 轨道 变 为 9 的 轨道 , 特 
别 ， 它 将 局 期 点 变 为 具 相 同 局 期 的 周期 点 ，h(oy《2)) 一 wy(g) 与 
(on《P)) =o (g) 也 成 立 。 


.3 


例 名 在 民 中 考虑 二 个 线性 收缩 7) 一 圳 “与 9(9) den, 
我 们 证 明了 与 g 共 轿 ， 取 坐标 为 a>>0, b<Q BI W K, 33508 Bl 
[Ff (9), 81, [5, f (0)133 [g(a), a], [b, g(8)1. 定义 同 胚 

h, EF Ce), a] U Db, FQ)1—g(a), alU [b z@)1, 

使 得 h(a) =a, AGO b, AG (3) 9 (0) 
以 及 BF) gD). 
对 每 一 点 %ERR, 250, 存在 整数 mw (E18 f^(2) € [f (a), a) U [5, 
f£0)1. &h() -g"hf"G), h(0) 0， 容易 看 出 ,的 定义 是 合 
理 的 ， 且 是 了 与 9 之 间 的 共 辑 ， 另 -方面 ， 收 纵 J(gj= 雪 = 与 
s) - — lox. 


出 这 段 论述 ， 我 们 也 可 以 看 到 ， 民 的 两 个 收缩 当 且 仅 当 它们 
n R 的 定向 或 同时 与 民 are 


Rs 的 两 个 线性 变换 FG, m ($ z, 00) s o. - 
(£s. O AF368809. 类 似 于 例 6， € NAE y| x(9 与 


g|R x (0) 2 1093588 Pa, 以 及 了 {0} x R 55 g| (0) x R Z ISI 3 
#8ü ha, f 5 g Z18W83E981FB h (e, y) = (aG), aO QD) 给 出 . 

DJ8. dig2rphyrquxe X SS Y 在 时 间 t 一 1 诱导 的 线性 变 
换 1, 了 1 不 共 录 ， 这 只 需 注意 到 了 :有 不 变 的 同心 回族 , 而 X, 
却 没有 就 够 了 . 

3 Ë PRR Sky EE REGE E MER. f € DIE (AD) $k 
为 是 结构 稳定 的 , 如 果 存 在 了 在 DIT (M) 中 的 邻 域 Y^, 使 得 任 一 

恒 等 喘 射 显然 是 不 稳定 的 ， 由 这 一 节 的 例 83、 例 生 与 例 5 中 
的 向 量 场 X 在 时 刻 t= 工 诱导 的 微分 司 胚 也 都 是 不 稳定 的 . 

例 9 我 们 取 一 个 稳定 的 是 有 奇 点 的 向 量 场 X € 27 (97), 3 
们 已 经 证 明 X 有 假 数 个 交替 排列 的 汇 与 源 ar, b, as, bs, …， ww 
b, 选取 点 PE (m, b) 与 9 E (b, aa), se] TR X 在 时 刻 


n 


it 一 1 诱导 的 微分 同 胚 f= 子 :， 我 们 证 明 ，JEDiff*(51) 是 结构 稳 
定 的 ,我们 知道 , 了 在 Eg-z, 1] 上 是 具 不 动 点 6; 的 收缩 ,在 [ps, qd 
上 是 具 不 动 点 如 的 扩张 ， 如 果 g 是 0 33 f, 则 9 在 [gu p] 
上 是 具有 一 个 与 a 接近 的 不 动 点 &% 的 收缩 , 而 且 g 在 [pu 所 上 
是 具有 一 个 与 刀 接近 的 不 动 点 包 的 扩张 ， 令 h(@) =, h) 一 
bi, hp) =p, h(g) =w,h(f (p0) - gCp0 BUR ACf (90) 7 9 (0. 
定义 h 为 从 区 间 [pw f (0) 18] Ups, gCp01 上 ,及 从 La, f (901 到 
Ue, 9(22].EB4E— IIS. USD h dmi 6 中 那样 延 折 到 Das, bd 
boa, el bm. XIEDARSDIT f 35 g 2 BIB038398. XXEDWEBDT 
了 是 结构 稳定 的 . 


p, i-i 
b, bii 
ki Pi 
bi gi P 
图 35 
我 们 着 重 指 上 出 ，D 考 "(S87) 中 稳定 的 微分 同 胚 构成 一 开 稠 集 . 
这 个 结果 的 证 明 相 当 复 杂 . 
我 们 将 在 第 四 章 第 四 节 中 进 


行 ， 还 得 指出 ， 在 上 面 的 便 
子 中 ,我 们 从 9 r (S) 中 的 
稳定 向 量 场 开始 ， 并 证 明 它 
在 时 刻 1 一 1 诱导 的 微分 同 
县 在 Diftr (81) 中 是 稳定 的 . 
下 面 的 钢 子 说 明 这 并 不 是 永 
这 可 能 的 . 


B110. 3c 8* Ey sv Og X*. 则 S: 是 X° 的 周期 为 
2m 的 闭 轨 , 在 时 刻 1 诱导 的 微分 同 胚 y = X 1 是 一 无 理 旋转 . 对 
#— 8 p€8t, Sui Op) 是 秽 
[IJ 为 了 看 出 了 是 不 稳定 的 ,我 
dit g- X? 8DE f, 此 处 上 接近 
+ 1, His 为 有 理 数 ， 每 一 轨 
道 Co(2) 都 是 周期 的 , 内 此 上 不 
JE g. 
现在 来 说 明 为 什么 我 们 用 
辣 蚌 而 不 用 微分 周 凸 来 定义 共 
pos 3, BESORL 9 PIU READER f. 
我 们 已 经 看 到 , 了 是 结构 稳定 的 ， 如 果 9 是 Cr OR f fJ, muere 
St BORDE h, SUB hof goh. AT DER, 我 们 首先 指出 , 对 了 的 
fa, TRT ac Bj g 的 汇 al. 对 源 有 间 祥 结果 ， 令 (ao 
-d. 容易 看 出 ， 我 们 可 以 选取 接近 于 了 的 9， 使 得 可 =~w， 但 
gG) zP(m. 现 在 假定 六 是 一 微分 同 胚 , 则 有 (a0 一 ao A (a) 
f'(a) =g'(a) -M (a), WR Sk (a) 一 y (my), 但 这 与 我 们 的 假 
设 矛盾 因此, 如 果 我 们 要 求 共 斩 是 微分 同 肽 ， 了 在 Dt (92 中 
就 不 可 能 是 稳定 的 了 ， 类 似 好 , 我 们 可 以 证 明 没 有 一 个 具有 不 动 
点 或 周期 点 的 了 EDiff(81) 是 稳定 的 ， 这 说 明 我 们 不 应 该 在 共 绝 
上 加 进 可 微 性 条 件 ， 类 似 地 , 对 于 向 量 场 之 间 的 拓扑 等 价 , 如 果 我 
们 要 求 等 价 映射 是 可 微 的 话 ， 则 没有 一 个 具 表 点 或 闭 轨 的 向 量 场 
是 稳 完 的 ， 它 的 证 明 上 比较 复杂 ，, 见 第 二 章 练习 18, 也 可 看 第 三 章 
练习 5. 


练 3 
工 证 明 球 而 S? 上 的 每 个 t 向 量 场 笃 少 有 -个 音 点 . 
32， 两 个 向 量 场 X. Ye 2 ' (MP) 称 为 是 可 交换 的 , 如 果 对 一 切 2pE M 与 
5, t€ R, HX OG) -Y. OG QD), PKUERUE X, Y € 271097) 可 交换 , 则 
fe tti ACE. Lima), 
8. ENS OP, Q) RE R° 二 的 向 最 场 , 其 中 了 与 9 是 二 次 多 项 式 , 设 Y 
PE 


是 革 的 一 条 闭 轨 ，DCR? 是 7 所 围 的 加 盘 ， 求 证 子 在 吕 中 有 唯一 奇 点 , 

4. 设 且 E r1Q42, FcM! gf X.GP) CFOS V 120) WERTE 
面 的 区 域 ， 假 设 开 在 F bA ABA. cRubu pe 的 轨道 的 极限 集 
或 者 为 一 条 闲 轨 ;或 者 由 一 些 奇 点 和 其 极限 集 与 «极限 集 为 奇 点 的 正则 轨 
道 所 组 成 ， 

5. 设 了 cM? 是 与 M6bias 带 同 胚 的 区 域 ， 互 E 1047) 是 使 得 对 一 切 
i20dpXQQU)CF DREDUS. AUR X GkCFCRADÉBURMeGS Apc R8 
道 的 几 极 限 集 或 者 为 闭 轨 ， 或 者 为 由 一 些 奇 点 和 其 w 极限 集 与 «极限 集 是 
麻 点 的 正则 轨道 所 组 成 . 

6. W y JEFES Xc 2" (M7) 的 一 条 王立 闭 轨 ， 试 证 存在 y 的 一 个 邻 
JV, 使 得 对 peEV, 或 者 a(p) =Y, 或 者 o(g) =. 

7. X € 2T (M9)t — A B, y 称 为 是 吸引 的 , 如 果 存 在 y FI SR V, 
892120 以 及 一 切 pEV, 有 X,(p) € V, B o(p) y. iu R x 
#—#W3|BJSL 则 充分 接近 于 的 每 个 向 量 场 了 也 有 闭 轨 . 

8. 设 开 是 射影 平面 上 的 CH 向 量 场 、 试 证 如 果 并 有 有 限 个 奇 点 ， 则 一 
条 轨道 的 必 极 限 集 或 者 是 闭 轨 ， 或 者 是 由 一 些 商 点 和 其 @ 极 限 集 与 < 极限 
集 为 奇 点 的 正则 轨道 所 组 成 . 

9. iX OKB T? 上 生成 无 理 流 X, 的 向 量 场 , 试 证 , EE n € N s s> 
0, 存在 恰好 有 “个 闭 轨 的 向 音 场 了 , 使 得 |Y — X|, <a, 

10. JBL X € 27 (M) 的 一 个 环 1 是 一 系列 奇 点 pu hs Dp Puit Di 
以 及 满足 aty) = p, 和 (y) — pa: 的 正则 轨道 2 n, y EU, Vk X € 
# (82, r>1, 满足 下 列 性 质 : 

(1) 对 有 有 限 个 奇 点 ; 

(2) Ni pe 8? J& X bdo a, M c p 是 源 , 或 者 满 尼 <(Y) 一 2 的 轨道 
y 的 集合 是 有 限 集 ， 试 证 , 对 任 一 轨道 

(8) 如 果 oG) 包含 的 奇 点 多 于 一 个 , 则 eQ) 含有 一 个 环 ; 

(b) 如 果 允 和 2s 是 含 于 w(?) 的 奇 点 , 期 存 在 一 个 含有 91 与 ps 的 环 . 

1L.A. 设 GCR" 是 一 可 加 群 。 试 证 , 如 果 侣 是 闭 的 则 对 基 个 和 消 
R k-r1<n 31, G BIST R: Z 

提示 : (a) 证 明 ,如果 G 是 离散 的 , JJ Z:, BEET o, *…， 


we Rs, Bi Gm (Xn. me Z]. 


(b) 证 明 ,如 果 G 不 是 离散 的 , 则 它 包含 一 条 经 过 原点 的 直线 . 
(e) 设 吾 c R" 是 包含 在 G 中 的 最 大 维 数 的 子 空 间 ， 设 召 " 是 吾 的 直 交 


1) 环 适 常 称 为 奇 六 轨道 .一 ~ 译 者 注 


k. HMH G-EQUURnG) 且 EL nG E E-WIBCERE. 

11.B. #a=(as os aa) € R" @—Ñajm le Z, ne Zr), 假设 a 
的 坐标 与 整数 无 关 , 即 如 果 (p, a) =Š] men, me Z， 则 mm 一 0， 试 证 
在 R" 中 稠密 . 

提示 ，(8) 设 mR"-> Re 于 是 投影 ，m(zb o ao) 一 Cr o men. Z 
是 @ BOE EL, 由 妇 纳 法 假设 m (@)— Re. 

(» k Ec R" 是 包含 在 召 中 的 最 大 维 数 的 子 空间 ， 则 或 者 如 的 维 数 
E n—1, 或 者 是 % BE ta 0 3 a, 

(e) 3EEu= (lz m =0, du h+i, jh WHPEQDER Eu Pi gi 3: 
侍 率 的 直线 ， 再 推 证 如 包含 % 一 1 个 具 整 数 坐标 的 线性 无 关 向 量 . 这些 向 量 
的 向 量 积 是 与 吾 王 直 的 具 整数 坐标 的 向 量 . 

11.0. XEXGE T"=581x.… X51 上 找 一 个 0" 向 量 场 的 例子 ， 使 得 它 的 
所 有 轨道 在 2" ipsias. 


—T — 
Te 28 


12. Miel, 2, j X' REGE IBI DiCR? 的 一 个 领域 上 的 0" 向量 
场 ， 假 设 X: 与 D, 的 边界 匀 断 相交 ， 且 X: 的 方向 指向 Di 的 外 部 ,XX? 的 方 
向 指向 Ps 的 内 部 ， 证 明 在 S" 上 存在 O" 向 量 场 及 ,以 及 嵌入 ba De->8" 使 
得 

(1) ja(CDa) nza(Da) 一 2 

(2) di (g) X'(p)— XQ (p)), 对 — 雪 p€ Ds 

(3) 如 果 pe (02, 则 名 的 名 极限 集 包含 在 ho《Da) 之 中 . 

18. 设 闵 ，X? 分 别 是 维 数 相同 的 流 形 Mi, Ma EBSBPA OT 向 量 通 ， 
D.CM.EBRMSZS Xt 与 D, 的 边界 G, PRX, i—1, 2. XU 
向 Di 的 外 部 , X2 的 方向 指向 Ds 的 内 部 。 证 明 在 流 形 M 上 存在 O" RES 
X, 以 及 嵌入 ha MD, M, 使 得 

(O) (GG - D) N ha Ma ~ Dy) = gis 


CAR 


Ob diy Xo) =X(h.(n)); 

(8) fU pe h (00, M pito —IB WE ta ede h Of - D) 之 中 

M. E XGREBEDS'x[O, 1] 上 的 平行 场 3/8;。 用 一 无 更 旋转 R81 x. 
10)58'x (1), 88 51x (0) 55 81x (1) kl, SEM ë S'x [0, 世上 由 这 个 
等 价 关系 所 得 的 商 空间 。w: Sx [0, 1] M JgggWUH. utn] 

(a) 存在 M 上 的 流 形 结构 , 使 得 在 型 上 是 一 局 部 微分 澡 胚 , mX 是 
M Ei 07 XS, 

(b) TERRA IBERE h: M -> T9, 48, EY —h. Y, WI Y, 是 一 无 理 流 . 

16. GE M, N 5 PJEHOD, EM NX, 证 明 

(a) BRAT corpO* (M, N) x O'(N, P)-30'(M, P), comp(f, 9)=9°f 
Er 

(b) BR3F é; DIS CM) » DIS' OM); (f) 7 连续 . 

16. & M 5 N jUU, BM, ESCMxNACTHUL Sua 
Ta-ifceO'U4, N): graph(f) 35 8 SJBR ja 3E). Rin graph( f - (Cp, 
f())peM). 证 明 T. JE C O4, N) 中 的 剩余 集 . 

17. NR &/- f € 0C'(R^, R5, 考虑 映射 

jf. Rhe Rex Rex LQRS, Re) Xe X LER, R9) 
ge», FG), dfQ), «5, drf (z). 
dE E JE Euclid 2:j8] Rex Re L(R^, Rm) x X Lt(Ro, Ro); 对 每-- 开 集 
UcE, g X TR. 
A(U) - (f € 0C'(R^, R9); jf(R') cU), 

(a) 证 明 集 合 -«(U) 对 O'(R^, R7) 的 一 拓扑 《Whitney 3538) 形成 一 
拓扑 基 . 

(b) 证 明 具 Whitney 拓扑 的 OCR Re) 是 Baire 空间 ; 

(6) 证明 所 有 0” 映射 构成 CCR"，R") 中 的 钢 密 于 集 ; 

(d) 证 明 , AUR cn, 则 映射 

Or(R*, Re) 2077(Ro, Rx Rx L(R", R9) x. x LMR", R")) 

fef 
连续 ; 

(o 设 8cCR"xR"xZ(GR"，R”) 是 一 子 流 形 ， 考 虑 集合 Te={Fe 
CQ, Rr), 788), Hip r222. 证 明 T, REA. 

18. & X*c £07) € TGS AIRES. X ADS X-fX'€ 
和 81 的 集合 , 其 中 X 的 奇 点 除了 了 在 其 上 的 二 阶 导数 不 等 于 零 的 一 个 以 
外 都 是 韭 退 化 的 ， 设 Xia RIBER X— f X5 的 集合 ， 它 们 的 奇 点 除了 了 在 
其 上 的 二 阶 导数 不 等 于 零 的 两 个 以 外 部 是 非 授 化 的 。 设 Zs 是 向 最 通 开 一 
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了 30 的 集合 ， 共 中 台 的 吞 点 除了 了 在 其 上 的 二 阶 导数 等 于 零 ， 但 三 阶 导数 不 
等 于 零 的 一 个 以 外 都 是 非 返 化 的 . 

(a) 证 明 25 是 Banaeh 空间 #'r (81) 中 余 维 为 1 的 子 流 形 ， 且 互 在 
和 (083) -G4 申 开 黎 ， 其 中 遇 为 第 四 节 中 由 结构 稳定 向 量 场 组 成 的 集 


合 
合 ， 


(b) 证 明 = Xr U Xia E #r (S) 的 余 维 为 3 的 子 流 形 、 且 有 在 
4*(8) - (G UZ) rJ. 

(e) 分 别 描述 X) 与 Xs 上 任 一 向 量 场 邻 域 中 的 所 有 等 价 类 . 

Hoe Botomayori? 有 关 分 层 理 论 的 内 容 中 曾 考虑 了 与 此 类 似 的 一 
些 条 件 . 

19. (a) 设 Fe) 一 jz, 0<X%<1 TEBBATUR g; R ^ R AES FORTE C1 
RATIS, JUI 9 是 线性 的 

(b) 证 明 ， 如 果 9: R°-> R? 是 C! 微分 同 胚 ， 它 与 特征 值 为 复数 的 线性 
收缩 可 交换 , 则 9 是 线性 的 , 

(o) 证 明 存 在 与 线性 收缩 可 交换 的 非 线性 的 O1 WO RUBER, 


20. Poinoar6 紧 化 ABA Sr [ye Ra 当归 一 1} muskin z kh 


的 切 平面 P= (g € R°. yel), U= (g€ 8-90) I3 Vi (y€ 82; v0) 
ma PU, ña P—Va 是 两 个 中 心 投 影 , BD ma(z) 与 Ba(z) 是 连接 2 和 原点 
的 直线 与 Ua 和 ys 的 交点 ， 设 工 是 R* 上 的 线 竹 向 最 场 ， 考 虑 Us 上 的 向 量 
J X1= (ma) L; 和 Va EBD X*- (5) .L. 

(a) 证 明 X! ig X" 可 扩张 为 品 上 的 一 O“ [| ROS X, OS e (D, Ef 
道 关于 ZX 不 变 . 

(b) 描述 向 量 场 a (155, i—1, 2, 3, 4, 的 轨道 ， 其 中 在 标准 基 席 下 
分 别 南 以 下 矩阵 所 表示 


À ON /A OY f^ 0 a B 
GG (Q a) (2 s) 

(e) 征明， 如果 Lid L2— 4724 是 线性 向 量 场 ，4 是 线性 同 构 ， 则 
m2) 5 a2) 拓扑 等 价 . 

(a) 证明, 如 果 工 是 一 线性 向 量 场 , 它 有 两 个 相等 的 特征 值 , 或 者 有 一 
个 特征 值 其 实 部 为 零 , 则 (2) 在 和 “(51) 中 不 是 结构 稳定 的 

提示 应 用 直 ex) o (g,/uo fuO, (g) m Qu/vs fo), j <k, BE 
定义 的 局 部 卡 pe U ,— R3, gi V, RÀ. 

ik, G. Palis 在 [y9] 中 描述 了 在 球面 加 上 所 有 线性 向 量 场 组 成 的 集合 
中 的 为 结构 稳定 的 向 量 场 的 特性 。 


21. Xe), 9y>> 工 的 轨道 了 称 为 中 回复 2 $n ycoQy, i M 
为 一 紧 流 形 , Y 是 Xe (Od) o BMELH, ImR-X-s B z€ y, 
证 明 是 上 回复 的 , 即 2E o, (2). 

šE. X € € (M08 Birkho 企 中心 C (X) 定义 为 既是 巴 回 复 又 是 “回复 
的 所 有 思 清 的 集合 的 闭 包 ， 对 fe EPOD 可 作 同 样 的 定义 ， 此 练习 说 明 
CQ - CQ, ob f € X BUS TRU LR GRATIS, 


1) e(a) BEN PC) 稳定 ,一 一 译 者 注 


第 二 章 局 部 稳定 性 


本 章 分 析 向 景 场 的 轨道 更 局 部 拓扑 性 态 ， 现 将 证 明 ， 对 于 属 
于 空间 多 (对 ) 的 一 个 开 笛 子 集中 的 向 量 场 , 我 们 能 在 流 形 的 每 一 
点 的 一 个 邻 域内 描述 其 轨道 的 些 态 。 并 对 子 向量 场 的 小 扰动 ， 轨 
道 的 局 部 结构 不 会 发 生变 化 , 从 而 由 折 扑 共 施 得 到 一 个 完全 分 类 . 

我 们 把 这 样 一 个 局 部 问题 分 成 两 部 分 考虑 ， 第 一 部 分 考虑 正 
BLR, 比较 简单 ,在 第 1 节 中 处 理 . 第 二 部 分 考虑 奇 点 邻 域 ， 
在 第 3 节 至 第 5 节 中 阅 述 ， 第 2 节 专 门 讨论 线性 向 量 场 及 线性 同 
构 , 并 对 它们 引入 双 曲 概念 。 在 第 8 节 将 此 概念 推广 到 非 线性 向 
量 场 的 奇 点 及 微分 同 胚 的 不 动 点 ， 在 第 竺 节 证 明 双 曲 奇 点 和 双 曲 
不 动 点 的 局 部 称 定性 ， 最 后 , 在 第 5 节 我 们 介绍 局 部 拓扑 分 类 . 在 
第 6 节 专 门 讨论 另 一 重要 结果 ,， 即 稳 定 流 形 定理 ， SJ Rs 
的 X 引 理 ( 价 佣 引 再 ) 在 第 了 节 讨 论 ， 由 此 我 们 得 出 一 些 有 关 的 应 
用 以 及 局 部 稳定 性 的 一 个 新 证 明 . 


$1. 管状 流 定 理 


EX, dX, YCA'(M) Kp, qC M. SPEESURV, 
W,RURIE à, Vs -> We, RAT Ag) mg, 它 将 X BIBORARIDUE 
AY Bos, RATER X 与 了 分 别 在 点 了 与 9 OSA 

Bl XE Ed DA DE S XY. X, Vd 
Py, Py 是 不 等 价 的 , 因为 Pi 的 每 一 邻 域 包含 了 的 闭 轨道 ,但 P, 
附近 却 没有 X MUN. 

定义 . 设 且 E92T(M) 及 pEM， 我 们 称 卫 在 点 p 为 局 部 稳 
SE ASXHESEAOE M AEALU (9) CM, ee X dE 2" OD vp BS 
Mx 使 得 对 每 一 了 E Anu, fE U ERG q, X, Y 3539 p, ç 

ÁmTE 


P. Le] 


Ps * 


点 拓扑 等 价 . 

下 一 定理 描述 正则 点 邻 域 中 轨道 的 局 部 性 态 ， 

1.1 X RH ERG). WX €CZ'(D, pce M X X BJ E HJ 
点 . dg O -- (Gr, s, a); 2| 1), Xo JE BR X o(2) = 0,0, -.,0) 
定义 在 O 上 的 向 量 场 ， 则 对 AM IER pid Vi, 存在 一 0O” 
3RA i] h. V,— O, Fe X. fpi oe Xo 的 轨道 . 

WEBB. dre. U—UQC R^ JE3RES p fS MCR, R 2 (p) —0. 
dreQX Xn X Hunde To 上 前 Cr 向 量 场 , 由 于 X (p) 0, 有 
和 各 (0)#0.、 设 9 [—v, 可 xTo->Uo 是 和 的 局 部 流 , 令 互 一 
(o€R", (o, «,X (005 —0), J& MP R" 的 子 空 间 ， 令 
y. f-7, z] x8— Uo p #E[—z, v1xS 上 的 限制 , 此 处 8 一 
HüVv X RxHeR"BI— 3 J (e, ex c, 0s), EË a= 
(1, 0, —, 0, Bes, …, enc 0) x H. WA 

J(0, 0)e.—u, X (0) (由 局 部 流 的 定义 ) 
Dy (0, 00676; j=2, ,m, 
uds bx prt y cS, S v, y) =. 

因此 D4(0, 0, Rx H — R"J&— JJ. ACE CAS p E 
[- 31 x 8 rp (0, 0) f—-4- 651808] R” 中 0 的 一 个 邻 域 上 的 微分 
BE. WK e ORE OL (0, 2) €Rx E; [8| <s, B |Z [< 
3)?, B. d, O,-> Te 是 由 在 0。 上 的 限制 , 则 六 是 到 其 像 集 上 的 0 
73 RGUOSO- (5 2) SRxH;ltI<s B |lzll<s, —— BE: 


Ë= Cl — Hub) Hut 


| pox {7} 
ATS 一 一 


图 2 

BAIE, 且 此 像 集 在 Uo 中 开 ， 并 且 市 使 0, 上 的 平行 向 量 场 的 
轨道 变 为 z, X 的 轨道 ， 考 虑 O“ HERES fO -> Oo f G) -sy 
县 定义 有 io 二 O — M. WA. s9(0) ^0 amam 
条 件 的 Cr 微分 同 胚 . 

Eod Lac 82 9 Wk ik Áo. O, -> M "m 
LPON DIDIT ELT X 的 轨道 . 

推论 1. SX, YCZ"OD, Rp, gCM A3UE X UY iN 
正则 点 , 则 X E p Sr T Y ZEA z. n 

推论 &. XS XCZ"(D, HocM k X iuERLA, MU Tt 
A p MERE. 


Ve 


$3. 线性 向 量 场 


设 (87) 6 R° 到 R" 的 线 狂 区 射 组 成 的 向 量 空间 , Rr 
常 的 范 数 : 
Loi e sap (Lvl; Vo] 7. 

首先 我 们 回顾 线性 代数 的 某 些 基本 绪 果 , 3t L6 (R°), B k 
是 正 整数 ， 我 们 记 线性 映射 J。.…o 为 瑟 、 用 归纳 法 容易 证 明 
VP] SIL. Set EERUN E REEL X RIP, ht 19 HERR 
3. 
3.151. Fr#1 E, 收敛 。 


+ dB 


Vm. UE Bo~ X 1/h UP Genehy 序列 ， 它 收 
化 到 e 1 ， 另 一 方面 
masna a |< 2 


48er Bul. 

BULL JE— Couohy 序列 ， 由 于 YR") 是 一 完备 度量 空间 , 帮 
序列 {Bm} 收 化 

定义 ， 由 ezp( 万 ) ~ 一 X ih DGEXGQEUN exp, (R) 
一 Y(R 中 指数 映射. 
2.2 引 理 ， 设 a, Ro £(R») Hia(D—e"tgEX. Won B. 
e (2) - Le. 

证 明令 ou) =I++L+ (9/21) 于 十 … 十 G"/mp ) P, 显然 
mm 是 可 微 的 , B. 


鸣 鸭 一 五 + 十 十 m dx In-beaQ). 


由 于 os i0) 在 民 的 每 一 有 界 子 集 上 一 致 收 伍 到 oz， 因而 on (D 
一 致 地 -> Le5， 故 a 可 微 且 o (p = Le". a 
2.3 命题 ， 设 工 是 R" 上 的 线性 向 量 场 ， 刚 由 9 人 5 z)= ez 定义 
的 映射 四 R x R" — 民 "是 场 五 的 流 . 

WEB). HOT Z(R") xR* -> R", (L, z) ~> Lz 是 双 线 性 
的 ， 且 映射 +F> 吃 是 可 微 的 ， 因 而 由 锁链 规则 ，% 是 可 微 的 ， 并 
EB 9| 382.2, 2/92G, z) =1Le@G, e). BUT BUHeCR, 
9(0, 2) ==, 命题 得 证 ， 口 

设 C" 是 mn 复数 组 的 集合 ， 具 有 通常 的 向 量 空间 结构 ，C* 的 
元 素 可 以 写成 w+ 名 的 形式 ,其 中 wvER". 3 aq4-ób €C, A 

(a--àb) tim) = (Gu— bu) +š(@%-+ bu) , 

以 (CO 3228 JA C" 到 Cr 的 线性 映射 组 成 的 复 向 量 空间 , 具有 通 
Würde | 于 一 sapflZoel cC", B [v] 1). 3$ £e. g(R?, 
我 们 可 以 由 定名 ) = L(u) 6D (0) gt —E8] Z, CC. 容 


» d) 


bi mr ag " 


PR k 


Ban Lg C 线性 的 ， 也 就 是 说 名 E (CD ， 设 exp: (€ 一 
-9(E") 是 指数 映射 ， 它 和 实 的 情形 同 梯 定 义 ,， 设 多 乡 R 
.2(C9 将 每 一 算 子 工 对 应 到 上 面 定义 的 它 的 揽 化 艺 下 面 的 命题 
直接 由 定义 得 出 . 
2.4498. WA Z (Ro 22(Rm 满足 下 列 性 质 ， 

GQ) €(-- T) - (2) + (D), €(D) -oV (D), 

Q2) QT) - V2 € (D) 

(8) V (ExpL) - Exp (DD, 

(a) tea2t- p 
对 任意 五 Tc Z(R") K «C Rar. 

Bl VLC OZ (RO, S (e, 时 是 局 的 一 基 主 ， 关 于 这 个 基 


Lens ( s ^) Ne C 中 的 基底 (elden, m 
ied L-e0) iens (^ JH 此 处 ha B i-a 48, 


wm ë erase (^ 2) 另 一 方面 ， 
(e) (e: + des) 6*0, 86s Ë (e, los) 一 及 (全 十 和) . 


由 于 人 -en (eos 8 -- ósin B), 8 J; ela =e" (cos Be, — sin Beg), 
erea 一 ex (sin B6, --cos Bes) ， 故 关于 基底 {e es), o^ SPEO 


-2 82) 


—sin8 cos8 /` 
2.6 gg ku). X Le (RS), 则 R* 有 一 基底 ,使 工 关于 
这 个 基底 的 矩阵 有 形式 


^. 0 
0 ^B, 


此 处 


x 
r» 0 
A= t x , 6-1, T, CR 
0 i A 
9, 0 
I O, 
B,= "wo | j-1,-,8 
0 "i "g, 
a-( Li ^L 
-B oe 


1 0 
I ij m, B ,€ R. 


除了 次 序 以 外 ， 这 些 子 矩阵 Ar, =, A,, B., =... BRE ROSE 
的 . 口 

je. W L€ (R°). POE s>0,M] R" 有 一 基底 ,使 王 关于 
它 竟 矩阵 有 形式 


^. Q0 


0 `x 


其 中 


0 . ë ` 0. P 'B 
0 8 —B w; 
2.65138. 若 A, B€ V (Ro 满足 AB— BA, Jl] e^*? eto", 

证 明 ， 设 Bo 全 — IRA oe (0/m ) 4", BP AB- BA, 
我 们 有 4B-BA., AWPSQG)B-BS.G). BbSQG) 8^, ik 
e'^B— Bet. 设 wER", 考虑 曲线 o, B. RR, e(t) mgtEg, 
B(D-—e^e?s, Bis|38 2.2, o/(£) C (A+ B)e * Ps. yg 

B' G) = Ac^g'ta + et Bo? — Ag'4g'?-- Bg^g?5 = (A--B)B(D, 
(这 果 用 到 4 B— Be ，) 故 与 都 是 线性 向 量 场 4+ 昌 的 积分 
曲线 ， 且 满足 相 辣 的 初始 条 件 a(0) = 8(0) =z， 由 唯一 性 定理 ， 
a() -B()XBUS 1 Rr. 特别 有 e+3%p=ete3w， 由 二 它 对 所 有 
e€ R" 成 立 , 因而 4*9 —- oto". 口 

# Le Z(R”), n L 8838, 即 之 的 特征 值 的 集 ， 称 为 了 的 揽 
谱 , 它 与 互 的 特征 多 项 式 的 根 集 重合 。 MMF L BJ Jordan 标 


mds 
0 `, 
m 
0 
此 处 4 
0 "4 A 


其 中 心 是 也 的 特征 值 
我 们 指出 : 三 角形 复 和 矩阵 的 对 角 元 素 是 其 特征 值 , 它 出 现 的 次 
.中 


数 是 特征 值 的 重 数 . 
2.1048. E LcJZ(R)BAdg LBE4EU, We e^ Bg RE 
值 , 旦 具有 相同 的 重 数 ， 

WEBH. FI nx m $E A 


r, 0 


此 处 NEC. 我 们 有 A—-D+N, AE 


|. 


且 N=] + . 
0 "1 0 

容易 看 出 N"—OHND—DN. 由 引 理 2.6, 有 er~e?e? 但 当 Eom 
m B) N*—0, ike" — I +N -N*/2) 十 … 十 Ne/ (mm 一 1 ， 因 此 


现在 e= ebəy 一 SEN 
故 吧 是 一 个 三 角形 矩阵 , 它 的 所 有 对 角 元 素 都 等 3 et, 因而 从 是 
5 58 


只 的 m 重 特征 值 . 


的 矩阵 有 形式 


^. 
«| - 
0 
此 处 Ap 
容易 看 出 zl 


对 所 有 &EN 成 立 ， 因 此 


2 


这 证 明 o 的 特征 值 正 好 是 ee，…, 6, IA Ma, nn, j 是 4 的 特 
dtf. (XT CONSE B, a e BUSPE o^ JUR, 故 得 本 "ux 
化 的 特征 信 为 6*，…, orn. 

定义 ， 线性 向 量 场 荆 E 4 (R°) 称 为 双 曲 的 ， mnsa 
轴 不 相交 ， 工 的 具有 负 实 部 的 特征 什 的 数目 称 为 工 的 指标 . 

注意 ,一 个 双 划 线 性 向 量 场 仅 有 一 个 河 点 , 即 原点 ， 
9.858. E Le Z (R)JE— Ul i 835, 则 R" 有 唯一 的 直 和 分 
8t HOS — 4 4-9) Re ECGOE", y Ab E* 5j E* XP LONARAET- 
空间 , B3F4 8 L RUN, e= L|E* PRHEBCR SU SER, Tü 

—L|E* 有 正 的 实 部 . 

WEB. Wen @ 是 R° 的 一 基底 ,关于 它 , 荆 的 矩阵 是 实 标 
准 型 ， 对 这 个 基底 的 元 素 的 一 个 适当 的 次 序 ,工交 矩阵 有 形式 
ENTE 


此 处 


且 m<0. 


(55e 


yt Rhen e, es 生成 的 子 室 间 ， 此 处 ar c, % 对 应 于 关于 
Ay. Ae, Bs, on, Be 的 不 变 子 空间 EET EH eas o, 6S 
成 的 子 空 间 . AR P 5 配对 厂 是 不 变 的 , ROTER Gu, n, 6); 
五 的 矩阵 为 


^. 0 
0 Bp, 


而 于 关于 基底 (een 65 6 的 矩阵 为 


% 0 
0 "p. 


XGIEPHT Pre AH exe E. 

d L€ (R)—308 83. E Lom LW, WI. 
e, Burr LCSER EHE E, BI E Arg 2.7, D; 没有 特征 
值 在 单位 圆 8 上 . 

定义 ,一 线性 同 构 4EGZE(RO 是 双 曲 的 ， 著 4 的 谱 与 单位 
Bl 5+CE 不 相交 ， 特 别 是 由 双 上 曲线 性 向 量 场 的 流 ， 在 时 间 工 导出 
的 微分 同 肛 是 双 曲 线性 同 淘 
2.9 $588. 若 4EGL(R") 是 一 双 曲 同 构 ， 则 有 了 唯一 的 直 和 分 解 
Rr- 于 四 本 ,使 得 B y 配对 4 Pk 833808, E. A= A| S A= 
ua ua mnt, quqa 

与 命题 2.8 的 证 明 类 似 . m 

2048. # ACGL(R) 是 一 双 曲 同 构 ， 则 存在 R E— 38 3x 
[J| 468 tho di PO] «nt, Bp At Xe - Hin At Je 

DUNET PUPILS 


Ex 


此 处 


o]--Bj«1, 


XHg— (CR, 考虑 矩阵 


NU 


AQ-| *., ^. 


Q^ EN 


B.G) = 


全 0 
AQ 
BO 
0 "o 

我 们 断言 , 存在 S>0 具有 下 述 性 质 : d: 65, Hes, …, 6 
亚 的 一 标准 正 交 菇 ,又 4 是 Et 的 一 线性 变换 ， 其 矩阵 关于 此 基 
X MG), 14j<1， XE, 设 4 人 的 是 f BE, 它 关 
于 基底 e, o, @ 的 矩阵 是 M QOIS BS h, LAC) [mex [A4], 
VST 而 1}. CIAO EL 由 于 复合 ft> A(Dr> [40 Dg 
续 的 , CERE 5770, fe 0<#<3 时 , [AO | 1, Bri Hh. 

设 5>0 如上, 由 定理 3.5 的 推论 , EU yes n 使 
宪 关 于 它 的 矩阵 为 下 (e)， 我 们 在 瑟 上 定义 一 新 的 内 积 为 
OE 此 处 若 6—j, ff 5u=1 1838 si, 则 6;=0. WI 
ARE Ç y B. B 3bue : 
中 上 述 结论 得 出 |.4j<1， 类 似 地 、 
Hase, unm Rt 上 定义 一 范 娄 让 外 为 

el 一 max{lo vn], 
此 处 加 与 记分 别 为 8 在 天 与 下 中 的 分 是 。 显 然 这 个 范 数 满足 
命题 的 条 件 . n 
推论 . 车 研 是 双 曲 线性 向 量 场 , 其 流 为 L, HR" RE JE 
fr 2.8 中 的 分 裂 . 则 当 z€ Et Hio oo, RRoCE" Hi 
一 co W, Zu (2) B S SUB. 

证 明 ， 设 se€ 琴 ， 具 和 需 证 明 当 nEN B n— co BE Zu (0)-0, 
事实 上 ,着 #E [0, 11, 由 五 的 连续 性 可 得 : 任 给 8>>0, 存在 3B>0 
使 得 对 |sv| <š,, 有 [2n | Xe, BP [0, 11 紧 致 ,存在 8>0, 使 
得 对 |y «8 及 所 有 iE[0, LE |b G) | o, n co RUE 
(2) 0, WEE no € N, 84824 nno Bf, [2.2 | 8.5 12, 
Ji ims, 此 处 emo s€ [0, 1]. 8 [Za | — 1D. (2 | <=. 
故 内 第 证 明 LG -IQATOROT. 出 上 一 命题 ， 瑟 上 有 
Be 


及 M- 


一 度量 , 五 在 其 中 为 一 压缩 , Ls] <1, d 
Hat()|<1211e]<11l]rlal. 

由 于 |[L.|*—> 048 [Dt [ 0, 即 所 要 证 的 .推论 的 第 二 部 分 可 

类 似 地 证 明 . 

9.11 命题 ，R" 的 所 有 双 曲 同 构 的 集合 吾 (R") 在 GLI(R") 中 开 且 

9j. 


HEB. (a) 开 性 、 设 ACOH(RS, 我们 证 明 : 存在 8S>0, 使 
48 |A— B|<8, WJ B€ H (R>, RR ACS. 由 于 和 不 是 下 的 特 
#Ed8, dei (Á— AT) 0, J Ab I E C" 88 EE 3508 3, DL dot, 
(C) C XEM, Bere 8:0 E XE C rh— V, Ë 
得 车 |B—4|<8, B i CV, WJ det (B — 52) 0. IV... Vs. 
RSS (XCS7 的 一 个 有 限 子 覆盖 ， 令 

8—miníë,, =, 5). 
4 1B— A|<8 B. € 87, Wl w BET Vo... d de (Ë uT) 0, 

(b) Sidi. RACGL(R), BEA, 和 为 其 特征 值 , 
容易 看 出 , 若 pERR, 则 Anu 的 特征 值 为 Ma 二 io css veg. RE 
o rns Ww, 是 4 的 特征 值 中 不 属于 81 的 考虑 下 列 各 数 : 

8; mint[As], 7 I|, 


8s minti | — [a], «s H7, 
3,—-min([a|; a-- 68 JE A HITPAE(B, Bi o - 8*1 B. 
«30), 


FPR 8,20, 64>0 且 65s>0， 车 0<p<min{5, à», 0j, HAE 
A IUEHIERR, DU Ar 8, 故 B 一 4+jI 是 双 曲 的 ， 给 定 270, 
J < E. <min (8,, 3, 89. BI B 4&XCOH B, HL [B Af 


ler|<s. 这 证 明 H*(R*)E GL(RO 中 稠密 . 口 
2.12 $88, R" 上 所 有 双 遇 线性 向 量 场 的 集合 2(RO 3E Z(R") 
BE EUR. 


EB. (2) JP MRbexp. (R -> GE(R 连续 ， 由 全 
题 3.9 有 A (RP) exp CHE (R9), 2s H R36, Roi af (Ro) 
也 开 . 


.59 ， 


(b) #B6492. 设 LC.2(R°). 48 -mm(lal; a+48 X T, 
前 特征 值 量 w 关 0， 任 给 *>0， 取 8<min{fe, BS). 易 证 向 量 场 


T=L+ŠI 是 双 曲 揭 且 [P — D[ «e. 口 
我 们 的 下 一 个 目的 是 ， 对 两 个 双 上 曲线 性 向 量 场 给 出 一 个 拓扑 
等 价 的 必要 充分 条 件 


2.19 命题 ， 设 二 是 R" 上 一 个 双 曲 线性 向 量 场 ， 其 指标 为 m M| 
Re 上 有 一 范 数 ||, 使 得 车 S-(scRsje] ih, ROBUR 
a € 7, de Ë z BEDA oa) 5 877 A3 ERE. 
证 明 ， 考 虑 R" RD PEN E L, 3: dp 
As 0 
"ALD 
B. , 
O0 Cx! 
其 中 AURI B,) diri 2.8 中 的 一 样 . 
设 工 是 R" 上 的 一 线性 向 量 场 , 在 一 正 交 基底 中 其 矩阵 为 
A (0) 0 


A= 


0 "o 
易 证 工 与 So-: 匀 断 相交 ， 由 于 Bo- ORG MO e DREAMS 在 
GERE ICI AGE 
Ax(8) 0 


0 "9 
ide T. j 8" 勾 断 相交 . 另 一 方面 ， 由 定理 2.5 的 推论 , R" 中 有 
一 基 府 ,使 工 在 其 中 的 什 阵 为 4， 我 们 在 R" 中 定义 一 内 积 使 得 
这 个 大 成 为 正 交 的 , Ii i I WD HE, L 与 在 此 范 数 中 的 单位 
. 60. 


ACAD. 
344 合照, E p RT RUE R° 上 具有 指标 的 线性 向 量 场 , 则 存 
#—BJIEE & R" — Re, 使 得 Ai 一 2 四 对 所 有 4E 民 成 立 . 

证 明 . JE de Jo Ea E R° 上 的 两 个 范 数 , 使 得 球面 St 
fvERY lol =1) SE - (v6 R^ Ioa 1: AUS EORR Za 
T SW883E. eoe R" — (0), r2 10 的 推论 , 有 

和 五 的 ~0 cm [LaG2| ee, 


放 Zx (e@) 5 q St-1 323. WF L STO 勾 断 相交 ， 因 而 大 (办 
5 SEO SETWET I UR. 

Th S01 S17 JE4E— IRL EER 3 (Bj 3, 可 令 M) n / 18]. 
我 们 将 扩张 到 R°. 定义 (0) 70, Sio c R"— (02, 则 有 唯一 的 
如 ER, 使 得 nl%) C817, 4 AG) -TuA(L (D), 显然 hi 一 
Th 对 所 有 iER 成 立 且 大 有 道 ， 下 面 还 需 证 明太 连续 . 

设 sER" 一 {0} 且 (wo) 是 一 收敛 到 = 的 序列 ， 取 如 ER, 使 得 
TL...) €817, 取 加 ER, 848 L_, (e) CS17,. BrPHOES, 因 
Wi fo do EL oan (ne) > Dos (8). W (no) m Tu Mas, Ga) litt 
到 TWhL-s(z) 一 (zw)， 从 而 证 明 在 % 连续， 现 证 5 在 昧 点 连 
续 ， 由 命题 2.10? 及 82: 的 紧 弦 性 可 知 , 任 给 670, 394€ 4270, 
fu BU 126 & Br y c8 7, VEG) Ee. 另 一 方面 ， 由 于 
L(0) —-0, 存在 3>0, 使 得 车 || 8 H. La (9) € S17, 8 t, HN 
JH del «5 有 AGO |<a, 这 证 明了 无 的 连续 性 ， 类 似 地 可 证 明 
hy. 

2.15 dH. VEL ECT KA BEIER. MU L 5 T ayka 
县 仅 当 他 们 有 相同 的 指标 . 

证 明 ， 设 荆 与 公有 相间 的 指标 , 设 E* E"AMSUS Lh TU) 
稳定 子 空间 , 则 dim E*—- dim 本 .由 命题 2.14, TEE [ER Au, En 
BE” jk Lej T JOE, BU ALLE T TI ME BI iC R gar. 类 似 地 , 存 
"ef Eh. Em E 88 Ls 5 Te 368. fU BD AG = 


1) 下 为 “由 命题 2.19 的 推论 ?似乎 更 妥 。 一 一 译 者 注 


h (2) Hh (a jg X, b, ENDES — Ez” E”. BE EBE ELS T. 
BTUUE, 反之, WERJIELISTIRNIMS.M HUPOJGEL 
ST E—3 A, h(0)=— 0, XEzCE H| o(2) -0. BEPTR 
THE ipu M o BIR fE, BUR o(h(a)) 7h (9 (2) 一 0， 所 以 
À(z) CE", Bj ACE) CE, 28 ERU. hU) c= Es. dich | 38 
Eris E" 2 B| 08 — 86; PRSIVIUPHURMUNASESR tun 
dim Fr， 命题 得 证 ， 

下 面 我 们 要 证 明 算 子 的 特征 信和 连续 地 依赖 于 算 子 ， EH. m 
ThcW(R), Us ss REEBESIEN, 其 重 数 分 别 为 mr … 
Tay。 考 虑 半径 为 中 心 为 入 的 球 BO, Lies, EATDES 
不 相交 ， 我 们 要 证 虹 , 任 给 60, 存在 80, [1845 T CV (RP) E. 
[T —L] «3, 则 对 所 有 1<6<%k, 在 计算 重 数 的 情况 下 ,了 在 BC) 
内 正好 有 m, 05448. 

XPF LC (R), 令 Spem bf, BUND SE 
f. 下 一 引 理 证 明 ， 对 于 工 的 小 扰动 ，Sp (了 不 可 能 有 很 大 的 改 
a. 

9.185138. VE LC.Z (Ro. Ebe0, f$46820, 使 得 若 TE 
(R) B |T — L| «3, Rlxt4g — A €Sp(DD, 存在 和 EBp( 卫 具有 
[&—À' | «s. 

证 明 ， 若 XE8p(D)， 则 和 是 复 化 算 子 子 的 一 个 特征 什 , 因而 
I<121= n]. ic ]T—L|«L, ET (piter te C 上 以 原点 
Arp. A+ |D] 3926460918 D MEAS. WV, 为 以 Sp( T) ti 
元 素 为 中 心 ,e 为 半径 的 球 的 并 集 ， 若 € D—V., RI 

det(Z — T) 40, 
由 行列 式 的 连续 性 ,在 和 上 存在 以 的 一 个 邻 域 Du 以 及 5。>0, 使 
$35 jT-L|«5, B uz CU, W des (P—,7) «0, Ti u£ 
Sp(P), i D-V, B SESCHETE IS, 存在 87-0, 使 得 车 |p — L| <Š 
H.4€D—V,, N] det(P —,17) «0, HT SpCP) CD, 因而 Sp(7) 
CV, 引 理 得 证 . 
1) 原 书 误 为 “ 城 不 变性 定理 ”。 一 一 译 者 注 
.. 


装 艺 的 特征 值 都 不 相同 ， 则 由 引 理 3.16, 它们 随 算 子 连续 变 

化 ， 设 入 是 五 的 mm 重 特征 值 ， 且 设 E(L, X) CC ECL 的 
Hb BDEG, 2)JEmHETZSRN, ORBE Emm, (G- AD 的 核 是 
Eb, 9), 
3.17318. 4 A E LC (RO) 的 mm 重 特征 值 ， 则 存在 so>0 及 
5>0, 使 得 车 |p — L| «c5, 则 包含 在 以 和 为 中 心 ,so 为 半径 的 球 兴 
的 呈 的 特征 值 的 重 数 之 和 最 多 为 m. 

证 明 ， 根 若 对 所 有 e>0 和 8>0, 存 在 TE.Z(R”) 满 足 

|? -2|«38, 

使 得 在 计算 重 数 的 情况 下 ,了 PO od CELA ELT 为 中 心 、e 为 六 
径 的 球 内 的 数目 大 于 mv, 我们 将 推出 矛盾 此 时 存在 一 m'>m 及 
一 算 子 序列 I 一 工 ,使 得 的 特征 值 hw,…, 和 ew Bi k 33 X. 设 
Ey RD, M D) nn (Dna, -了 DD) 的 祸 ， 我 们 可 以 假定 En INE 
Am. Web, …, 的, 是 妈 的 标准 正 交 基 ， 由 于 |el=1 B C" h 
的 单位 球面 是 紧 致 的 ， 我 们 可 以 假定 (如 有 必要 可 取 一 子 序列 ) 
de, IRIURE ww，…， em 是 标准 正 交 的 ， 因而 张 成 一 mm 维 
+B Ë. HMT (E- Donee (1, — Ma, I C BI CL - 
AD”, 由 连续 性 , ( 工 一 ADD* 的 核 包含 Ë, SUERRAS PO 
BSEC m-m, 

2.18 命题 ， 算 子 CE.Z(R") 的 特征 值 连续 依赖 于 D. 

证 明 . 设 xu， e, Az 是 五 的 不 同 的 特征 值 , PORC a e 
mw。 由 引 理 2.16, 任 给 8>0, 存在 8>0, 使 得 若 |T — L| c8, WJ T 
的 特征 值 包 含 在 以 入 为 中 心 .s 为 半径 的 那些 球 中 ,还 需 证 明 包 含 
在 以 jy 为 中 心 的 球 中 的 下 的 特征 值 的 重 数 之 和 恰好 是 m。， 由 引 
382.17, 如 果 有 必要 , 可取 8<so 这 个 和 是 小 于 或 等 于 mw， 车 对 
某 一 了 这 个 和 严格 好 小 于 ww, 则 锋 的 所 有 特征 值 的 重 数 之 和 将 严 


ROLAVT non, 这 是 不 合理 的 . n 


Wb E Le (UÀ 是 一 双 曲 向 量 场 ， 则 存在 工 的 一 邻 城 
PY(R"), 使 得 记 有 EV 与 荆 有 相同 的 指标 . 口 
的。 


这 个 命题 的 另 一 推 沦 是 : 多 项 式 的 根 随 其 系数 连续 变化 . 
2.19 命题 。 双 沿线 性 向 量 场 在 线性 向 量 场 空间 是 结构 稳定 的 . 

证 明 。 这 由 上 述 推论 以 及 命题 2.15 立即 得 出 。 口 
2.90 命题 ， 设 厂 是 一 结构 稳定 的 线性 向 量 场 , 则 五 是 双 贞 的， 

证 明 ， 设 荆 是 一 非 双 曲 的 线性 向 量 场 ，3=min{|a|; «Hà 
是 工 的 特征 值 且 a 天 0}， 若 0<#<8, D L--II 与 五- 红 是 具有 不 
辐 指 标的 双 曲 线性 向 量 场 ， 因 而 不 能 拓扑 等 价 。 这 证 明 在 工 的 任 
一 邻 域 中 ,看 在 两 个 拓扑 不 等 价 的 向 量 场 ， 因 而 Wakisiwa 
的 ， 

概括 上 面 的 结果 ， RP 
沟 稳 定 的 当 且 仅 当 它 是 双 曲 的 ， 并 且 所 有 结构 稳定 线性 向 量 场 组 
3X SZ (Riga 708 T E 


$3. 奇 点 与 双 曲 不 动 点 


在 这 一 节 中 我 们 将 定义 一 子 集 SCATUD, STI Xc9 
—— 
XH ELIGE AS, MRLIT 
V ”能 将 其 分 类 . ' 
下 面 例子 说 明 ， 一 个 向 
f PT ER 
m ° ARN 39038 5538. 

例 . # 1 E R: 上 -个 具有 一 个 0 特征 人 的 线性 向 量 场 ， 册 
存在 由 开 欧 奇 点 组 成 的 一 维 子 空间 CRa， 设 卫 是 在 标准 基 记 
VIRO BN EN P= (G, £6 R). 

我 们 证 明 , JEEERROS Z BUESCIUR Rita Z, 使得 
x Z, ZC AL AEBUS X 5 Z Bat 

设 了 是 常 向 量 场 了 一 (1, 0). X KCR 是 一 紧 子 集 , 我 们 知 
道 ,存在 一 个 有 给 的 O” BUM p. R — R, 它 从 好 在 K 上 为 0. 我 们 
TI 


全 可 假定 o BU LT E e 阶 导数 都 有 界 . 任 给 670, SEPT SEN, 
d$ LOO plece, & Z— Lt (/mpY , Bir ]Z- Ll ce, B.Z 
的 奇 点 集合 是 五 ， 因 此 车 K Hp OEUGERGNASSID SIS 3 R, DU 
上 构造 的 两 个 向 量 场 拓扑 不 等 价 ， 故 向 量 场 的 等 价 类 至 少 和 民 的 
ICE SES I2 — FE 


NUN 


从 这 个 例子 诱导 出 下 面 的 定义 - 

XX. WU cM EM X cATUDRI- ARRA AL 
# DX, TM, TMS AEA. 
S.1 688. Ú X CAT(M), 且 假 定 DE 开 是 并 的 简单 奇 点 , 则 分 
别 存 在 X B UKC "(MM) 及 pp 的 邻 域 Uo 用， 以 及 连 
HEBUN p; L7 (X) Us， 它 将 每 一 向 量 场 了 EAN(ZX) 对 应 到 了 
在 到 中 唯一 的 奇 点 .特别 地 , 简单 奇 点 是 孤立 的 - 

证 明 . 我 们 利用 Banach 空间 的 隐 函 数 存在 定理 . 由 于 是 局 
部 问题 , 因此 利用 局 部 卡 , 我们 可 假定 M =R”, p=0 HX 是 属于 
妥 r(Dm) 的 癌 量 场 , 此 处 D=— (z € R”, |o] 3. k n Pt (Dn) 
蚌 一 Banach 空间 , H.H p(w, 了 ) 一 了 人) 3E RIWUM p, D" < 2 
R" 是 属 证 0" 类 的 .我 们 有 9(0, X)=0. W HH BE, 

Digl0, X) = DX (0), R”— R" 

是 同 构 , Ter MEI EDI Pa T 和 唯一 
Hj O' BC o: 7 一 ,使 得 glp(Y), 了 ) ~“0、， 因 而 对 于 wED, 
Y (2) =0 当 且 仅 当 w 一 p(Y)， 同 时 , 由 于 了 及 (0) 是 一 同 构 , 且 由 
网 构 组 成 的 集 是 开 集 ， 在 必要 时 缩小 -信和 器， 我 们 可 假定 


6 - 


DY (p(Y)) 是 同 构 , 因 而 o7) 36 Y 的 简单 奇 点 . u 

B LM SJBIE2E 383 M 上 疝 量 场 及 的 简单 奇 点 . 
Hg, SEGREDA TM —((p, v) p€ M, oC TM,) Hit M= 
iG, OipC M)JE2RN. AM, E TM 的 子 流 形 , OUS P M. 
JBS gd X € 277 OLD) RI E M 3J TM B Or RE, 我 们 仍 
用 同一 字母 节 Xem. BUS p JE X 的 奇 点 当 而 且 只 当 X (2 € Mo. 
9.8438. WX RUE M BS O D ED GIDD, Wp € M E 
之 的 一 个 奇 点 ， 则 po 是 肚 的 简单 奇 点 当 且 仅 当 从 M 3) T'M W 
WE pro, X (9) po 828888 M. 勾 断 相交 . 

证 明 . 设 w U — R" 是 一 个 局 部 卡 ,有 wz《Jo) =0. + TU = 
{(p, X) ETM;pEV}. Te(p, v) = (s(g), Day(0)) EIE 
BET, TU— R"xR" 是 TM 的 一 个 局 部 卡 ， "HEC ILIO B 

TU 
z Ta 
U  R'xR"—. Re, 
此 处 ms EM RE ra (z, y) — y. 

4 -mJT.X. WX #p 5j Mo ATWERDE E BR 4234 p Eh 
的 正则 点 , 亦 即 dh( p): TM, — R^ 是 同 构 ， 另 一 方面 , dh (p) 一 
Dw( go) DX (pa). 因而 Dh( po) 是 同 构 当 而 且 只 当 DX (po) 是 同 
构 ,命题 得 证 . 口 

设 的 C2 "(MM) 是 所 有 奇 点 都 是 简单 的 向 量 场 的 集合 ， 环 即 
{ETM); X, M TM 与 Mo 勾 断 相 交 }， 由 于 简单 奇 
点 是 孤立 的 且 M 是 紧 臻 的 ,因而 任 一 卫 E 纹 仅 有 有 限 个 奇 点 . 
8.848. V, ETT CD OE ELÉNIL. . 

证 明 . (s) 开 性 、 由 于 所 有 与 Me 勾 断 相交 的 , 从 以 到 TY 
的 Cr 映射 的 集合 是 开 集 , 故 多 是 开 集 . 

(b) Siürkk, W X€ 2 OM). dh Thom 的 多 断 相 交 定 理 ， 
存在 任意 逼近 X 的 映射 了 ; M TM, 与 Mo 勾 断 相 交 ， 然 而 闻 
可 能 不 是 向 量 场 , 因为 我 们 有 可 能 对 茶点 PE 了 得 出 w(Y (p)) * 
p, Wilh c. TM — M XS (p, v) p. E X —¿dx, HB Y 
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AAMENR X, Ri poe Y HR d, 从 而 是 一 微分 同 胚 ,因为 € 的 
所 有 微分 周 胚 的 集合 在 OrCW，M) 中 是 开 的 ， 令 和 = 了 pr 内 
mZ—sY go op? — idu, W Z JE M EBE. (H-P Y 与 Mo 
Alit B. gp E8R2FI1BE, de Z 5 Mo 名 断 相交 ， 车 了 RT 
X,W ZA X. 

例 ， 在 此 例 中 我 们 考虑 RP 上 一 线性 向 量 场 , 基 有 一 个 简单 厅 
点 ， 而 且 让 明 通过 一 个 非 绥 任 的 拢 动 可 得 出 一 个 具有 非常 复杂 的 
VORNE. Sob 


Ci) 
五 一 
-1 0 
给 出 的 向 量 场 ， 设 p: RO R É — O” E 3⁄ W EL P (0) — 0 E. 
pm(0) =0 对 所 有 &EN 成 立 ， 设 互 是 民 ? 上 的 向 量 场 ,由 
下 罗纹 一 地 二 po， 一 4 十 Pr 幼 
定义 , 此 处 r^- s. BAN X R O" B 
0 1 
DX (0, o-( 1 四 

BO, 0) X 的 简单 奇 点 WK OE nt 0 的 紧 致 子 集 。 
我 们 可 取 p 使 p(K) =0 且 p 在 T- 下 上 无 处 为 0 此 处 了 一 
《一 6, 68) 是 包含 K 的 线段 、， 给 定 。>0 及 ”>>0, 我 们 可 取 p 使 得 
| 下 一 了 ,<se， 车 roER*+ 使 pbr?) 一 0， 则 向量 场 X 与 半径 为 fo 
BU 相 切 ， 因 而 这 个 圆 是 X 的 一 闭 轨道 ， 另 一 方面 着 (o,， b) C 
R* 是 一 线段 满足 对 i (a, D，p( 的 >0 而 po 一 po 一 0， 则 
经 过 圆 环 六 一 Do 一 {2ER% a< ||z| <) FË 888 X 的 轨道 不 是 
WIS, 事实 上 , 它们 是 螺 线 , 其 上 极限 集 是 半径 为 5 的 圆 ， 这 是 由 
TG, 9), X (z, >= ro (r), VEG X BEST 2E N ro (5, 
它 对 7?E (a, DJ. s, Ho tC b) # oG) <0 N 
p(a* =p(3) =0, WIeBR Sf Ds 一 Db Sui ge BUE b dg BI 
为 极限 集 , 而 以 半径 为 4 的 闸 为 极限 集 ， 见 图 5 

这 个 构造 给 出 一 个 任意 逼近 工 的 向 量 场 互 .其 闭 轨 与 = 轴 葛 

1) 这 一 段 申 的 风 的 中 心 都 是 原点 .一 一 译 者 注 
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p>0 p«o 
H5 
交点 正好 是 紧 致 集 (r € R* € KEY, ERST K. EKmEU 
两 个 不 同 胚 的 紧 致 集 , 而 X 和 X" 是 按 上 述 构造 相应 于 它们 的 向 
量 场 , 则 X 和 IX PROS AY. 

定义 , RXCA"ODHCM 是 有 的 奇 点 , SUL 是 双 
Bü S DX,TM,— TM, 是 双 曲线 性 向 量 场 ， 亦 即 DX, 没 
有 特征 值 在 串 轴 上 . 

设 络 c 多 (Ca) 是 其 奇 点 都 是 双 曲 的 那些 向 量 场 的 集合 ， 显 
然 C. 

3.4. %, E 2M) ROT Bi. 

证 明 ， 由 于 % fE ZOOM) RIED, X @,C %, 故 只 需 证 明 
€ fe $ BE R. W X € % Hp, =, DC M Jš X. gg. 
由 命题 8.1, Fe X 的 邻 域 (X) pi, …, p BARI Uy, …， 
Uy LR 3ESEBR 32 pr 7 Us, j=1,--, h. l3 (Y ) REY TE U 
中 唯一 的 奇 点 ， 我 们 可 假定 这 些 邻 域 彼此 不 相交 ， 若 


PEM- Ú U, 
MX (2) *0, K h M — Ú UI XS, dedo, 使 得 
1 了 (1>8 对 所 有 PE 天 一 UD 成 立 ， 因 此 ， 知 有 必要 可 缩小 
We, BATBUEESY c^ dM - DU xm. BNR X C 
€, HUP DX, 是 六 电线 性 向 是 场 , BEAD EGO 3F 


^88. 


集 ， 由 映射 py 的 连续 性 以 及 如 有 必 密 缩小 .…f， 我 们 推出 对 记 有 
Y €.Z, DY pyr) 是 双 赐 线性 向量 场 ， 故 . 信 C 统 ， 从 而 s NOT 
性 得 证 . 
dog X €, —€— Yc9. nA Eb; X. W 
XO w0 尾 够 小 ， 则 对 所 有 j—1,-6, k. DX +uf JE TM, 上 
的 双 曲 线性 向 量 场 ， 因 此 只 需 证 明 : 给 定子 RU BS UA, 
Tit Y Cry if Y (p) =0 B. DY ,,- DX, *uJ, 设 V CU, 是 
9; 88 85 B af, V, B(8) CR" 是 一 局 部 卡 , Rf sf (pi) =0, 此 
处 如 (3) 是 半径 为 8 中心 是 原点 的 球 . o. R” — R 是 一 正 C” 
Bi. WS (BO) - 1Xe(R^—B(2)) 一 0， 以 akX. 玫 示 在 局 部 
Fe! tN BD X 的 表达 式 , 亦 即 
iX (g) — Da! (25) 1 (9)) X (25 7 (9). 
RUE Y (p) X(D, # pcM-UPV, il 
Y (p) - D(a) (e! (p) GLX (a! (p) rues! (pof (2), 
dXipcV; HEY E O° BJ, Y (p) 一 0 DE DY,-DX, 
ul, BE, 可取 忌 足够 小 ,我 们 有 工 E.-A3 VERS a 
下 面 我 们 把 这 些 结果 推广 到 紧 致 演 形 M yy DR. md 
将 略 去 这 些 命题 和 定理 的 证 明 ， 因 为 它们 与 对 向 量 场 刚 给 出 的 证 
明 类 似 . 
定义 ， 设 pE M RES f C Diffr( M) ag. Sul 
B.5. 688. Ue Difr M) ELBUE p 是 了 的 初等 不 动 点 、 则 存在 
f # Difr (H) rh 08 ESL Ul 及 2 的 邻 域 避 以 及 连续 函数 户 
-> 可 ， 它 俩 每 一 9E- 信 对 应 9 在 中 的 唯一 不 动 点 ， 且 此 不 
动 点 是 初等 的 .特别 是 初等 不 动 点 是 孤立 的 ， ui 
. Ë ASURXIAAER (Co, p) CM X M, pC MY, "EE Mx M Bg 
m 3 f eDiffr (M), dii Fo» = (p, fio rum 
TRUE F.M — Mx M, B 4883 f B. 
3.64, W feDimƏ(M), B pc M J& f louis. VW p 3J3F 
A3423 ELGUS P 4E p 53 À 588238, 口 
9 


设 GocDife(2) 是 其 不 动 点 都 是 初等 不 动 点 的 所 有 微分 同 
歼 的 集合 ， 因 而 ,PE Go 当 且 仅 当 和 与 4 多 断 相 交 。 利 用 Thom 
的 义 断 相交 定理 ,我 们 得 到 下 面 的 命题 . 
8.7 命题 ，G 在 Diff Ca) 中 开 且 移 . 口 

EX. 设 pE 对 是 fEDif(a) 的 不 动 点 ， 我 们 稳 ? 为 双 曲 
不 动 点 , 车 Df, TM, TM, EXUB FINI, 88D D f, 没有 模 为 1 
的 特征 俏 . 

设 Gu CDU OM) 是 其 不 动 点 都 是 双 曲 的 所 有 微分 同 且 的 集 


£ 


9.8 定理 . Gul Difr (M) hF HR 口 
在 下 一 节 中 我 们 将 证 明 任 一 微分 同 胜 PE 03 是 局 部 稳定 的 . 


$4. 局 部 稳定 性 


本 节 我 们 将 证 明 归功 于 Hartman 与 Grobman 前 一 定理 , 内 
容 为 : 一 微分 园 胚 了 在 一 双 曲 不 动 点 局 部 共 二 于 它 的 线性 部 分 .类 
似 地 ,一 向 量 场 X 在 一 双 曲 奇 点 处 局 部 共 郊 于 它 的 线性 部 分 ， 因 
此 我 们 得 册 在 双 曲 不 动 点 和 在 双 曲 奇 点 的 局 部 稳定 性 ， 我 们 给 出 
的 证 明 对 Banach 空间 也 是 正确 的 ' ata, 另外 的 推广 各 
参考 文献 在 [80] 中 可 见 到 . 
413m, 设 了 EDig Gag) 且 PE 开 是 了 的 双 曲 不 动 点 ， 设 4 一 
Df TMs 一 人 Mo， 则 存在 邻 域 帮办 天虹 及 末 (0) CTM,, 以 及 
IBS h.U — V (523 

hA — fh, 

注 ， 由 于 这 是 一 局 部 问题 ， 利 用 局 部 卡 方法 , 我 们 可 假设 天 
R" — R" 是 一 微分 同 胚 , 以 0 为 双 若 不 动 点 ， 为 了 证 明定 理 4.1, 
我 们 需要 一 些 引 理 ， 
和 .2 引 理 . W E Ë Banach ij], (E Lc (E, EW |L|< 
«LH G€ Z(E, E) R— WE |G—|[<a<34, HJ 

GQ) +L ERISB. | + D) 1 |«1/0—-9, 
. 70. 


(D r-G E B IO- 0) sa/( — 2). 

3158 4.9 的 证 明 .。 (a) KE y C E, Bru(o) —y — L() SE SL u, 
EHE, Wu(z) -u(z) —L(z—e), BET juo) 一 se 和 
ale: —zs|, Mu &— HER, DRE u dE RS z€ E, m 
ww) 一 y 一 荆 (w)， 因 此 存在 唯一 的 zsE 恕 ， 合 得 (+ 了 w=y， 亦 
即 T+ 工 是 一 双 射 WgCEOGÓy|—LX€EGCEBSSOCDUy- 
s HUP c Le-g, 我 们 有 [z1 一 olsl<1, 因而 [Ú|<1/Ga 2. 
# |C +D-|<1/Ga-2. 

(b) Hicngk I4G-GQ-0G7), B+ [G^] «oL, fict 
(a), I+G-t JE Tu 8, pati (E-- 6) = (T +G" G3, ix 


[G4 6)? «] G-- 3727] 7| « 1a -和 


1-a 1-e 
引 理 得 证 . 
由 于 4 一 Dfo 是 双 昌 同 构 , 存在 不 变 分 形 R — ENDE" R R^ 
上 一 范 数 | "上 使 得 


lae|<a<1, 
由 处 A= ALES Er Be, 
[O07] «oct, 
此 处 As ALES, ES ES 
设 Oy (R>) 是 由 所 有 从 只 "到 员 " 的 有 界 连 续 上 映射 组 成 的 
Banaoh 空间 ， 具 有 -~ 至 范 数 : |w|=—supt]u( 1 z€"). HUP 
R" 一 "DBR"， 我 们 有 分 解 OCR 一 08(R", pnGO) (F, Es), 
J Ab uu", Mor w-gw,u, w'-cvou, 由 自然 射影 me 
E'(QE"— E' fil za BD E" -> E* 得 出 . 
4.3 引 理 ， 存 在 se>0， 使 得 若 gx, p, COL(RT) 具有 小 于 或 等 于 8 
的 Lipsehitz 常数 , 则 4 十 gi 与 4 十 ga 368. 
证 明 .我 们 必须 找 出 一 同 胚 如 R"->R", 满足 方程 
hlAtg) — (A3-93)À, (o 
我 们 用 形 如 = 了 +w 的 解 来 试探 ,此 处 wE03(R"), 则 必须 有 
(+u) CA gi) m CAE) +u), (2 


或 At piru(Ad gi) 7 A Aud p I ru), 
或 等 价 地 有 
Lu 24 十 0) 一 由 一 pa(T 十 办， G 
我 们 必须 证 明 存 在 唯一 的 wuEO8CR") 满 足 方程 (8)， 考虑 线性 算 
子 
OR -> O) (R”), 
(u) = Au—u(A 1-0), 
EILEEN 
I1Z-|<14-]/a 2. 
事实 上 ， LAL' 
此 处 Z", O5 (R7) OT RP) ,由 
S (à) —u— Au (A-- 91) 
给 出 ,而 4. 0$ (R)  OS(R?), B 
A(u) = Aou 
给 出 。 由 于 世 是 可 道 的 ， 我 们 项 证 2" 是 可 逆 的 ,从 而 
agg 
HX EUN E'fEACCRORGE, WOOR(U, Ba) 和 O8CR", EU) 
JP 下 不 变 ， 我 们 可 写 或 
= Z" Z", 
NF = 4° 10 R®, E», 
mor», E», 
最 然 若 a 足够 小 , 则 4 十 ps REESE, HUP 4 的 双 曲 性 , 因而 算 子 
ute Aw (Ad. i) 
ewig, ELEC. 
ut p Ate (A+ p) 
RORHE, HGESCRACP 5<1， 由 引 理 4.3 的 (b)， 多 "是 可 道 的 ， 
且 


ICeZ*5-|<a/ a -2. 
出 引 理 4.2 的 Ca) ,我 们 也 推出 名 ”是 可 道 的 , E. 
LI<L 0) -max(1/(1—8), e/(1—«)), 
sme 


故 .8 是 可 北 的 , 且 
12 A270<1A -0). 
断言 得 证 . 
现在 考虑 映射 
iu; OS (R")-> ORY), Qu) = A [pi - oa(T 十 的 ]. 
我 们 有 
| 
«1 A7: 0 — a) sua —u|. 
355 JEU, He elA7]( a)" 1, Won JE—IESR, MW E 
O8(R") 中 有 唯一 的 不 动 点 ， 设 为 &， 和 由 于 wE0O2(R") 是 (3) 的 解 
当 且 仅 当 它 是 屎 的 不 动 点 , 我们 断定 (9) 30 OS (R9) 中 有 唯一 的 解 . 
还 需 证 明 T +u REDE. 为 此 我 们 首先 注意 ， 上 述 方法 也 证 明 方 
#: 
(e) +o) 7 G+) CAE p) 
TE RA eCOPRT), Sr 
(I+) Gov) = (0) (T+ =I. 


事实 上 ， 
(Itu) Qr 9) (A92) = (T+) (A9) (9) 
= (b 9) (T+W (t9). 
另 一 方面 ,由 于 
(Eu) (CH 从 一 了 WHAT 十 二 
Tii t —9-u(I--v) €O;(R") 
R I(Ad 93) 一 (4 十 pa) 工 
贝 方程 Ga) CA y) = (4+pa) (T+w) 


的 解 的 叭 一 性 推出 

Qu) Gv) =I, 
类 似 地 有 Q2) Cu) =I, 
HEB I--u X& RD, $E Arpa 与 4 十 oa BE, 引 理 得 证 . 
4.4 引 理 ， 给 定 =>-0， 存 在 0 的 邻 域 五 及 f|U SIR" 的 护 张 ， 
具有 形式 4+g， 此 处 pgEO2(R") 具 有 不 大 于 8 的 Lipschitz 常 


路 ， 


数 


证 明 ， 设 上 只 一 民 是 一 Or 函数 , 它 具 有 下 列 性 质 , ° 


e(t) =0, 
a (t) =1, 


车 #1 
1 
z des 


|a ( | «K, WER, K3, 


设 7 一 4+ 由 具有 出 (0) —0 DV 


v—0. 设 她 是 以 原点 为 中 心 ，e 


为 半径 的 球 , 使 得 对 z€ B, 有 [DU] <e/2K_. 定义 p: R^ RIS 


9) —a(le]/e)u(e). AA 
足 引 理 的 条 件 , 事实 上 , 由 于 对 


|z|>e, e(2) =0， 我 们 证 明 g 满 
|z|=/2 有 p@) 7d (0), Ik A+@ 


是 了 1B6ys 的 一 扩张 , 另 一 方面 , 若 m, m CBS 


le(e2 —p (ea) =| fee 
7 [fechas 

talos] 

«(C |a, — 


Jen?) -aCloxd/6)b (o1 
/& -a(]as]/2 (e) 

/&) p (ea) —ik(za)1 | 

#s|/e) (s/2K) as] 


+ (8/2K) |z —es| 


«el]ai- m. 


# z € B, I zat B,, 我们 有 


lee) -ora ]«e/2 


es — es | e [zi —os], 


3 ma, ey BS lo) — (za) 
8 的 Lipsehitz 常数 ， 引 理 得 证 . 


[=0<s|z—|. dk > fF 


a 


定理 和 1 的 证 明 ， 设 8>0 3314.8. i SES IO 


的 扩张 , 此 处 UC0) 是 0 的 令 域 ， 


而 w 有 不 大 于 e 的 Lipsohitz 常 


数 , 由 引 理 4.8, EXE REIS h, Re — R", 使 得 54- CA p). 因而 


14 一 和 在 0 的 一 邻 域 中 成 立 . 
ik. 人 让 理 4.8 中 ETA 


口 
HA. p 之 间 的 共 绒 ， 在 所 有 与 


恒 等 映 射 有 有 限 距 离 的 映射 中 是 唯一 的 ， 然 而 不 满足 后 一 条 件 的 


3639238 6295. 例如 ， 考 虑 一 


PD =a>0 f p(—1) —b«0, 


压缩 p: 民 一 恨 , p(0) =0. 假定 
任 取 同 有 [—1, bJ U [a, 1] 


3) a 还 应 具有 性质 :0&att) Si, —— HER HE 


s 


[—1, JU fa, 13H (71) 1, A b, h(ay=a, h(1) - 
1, 4 h(0) =0 X (a) 一 AP (a), 将 六 扩张 到 整个 实 宜 线 ,此 处 
mEZ, 使 得 pg"(w) GE[ 一 1, b) U [a, 1]. 这 样 , 有 多 少 从 [一 也 b) 
U a, 1189 E eB FRE, 就 能 得 到 方程 如 一 pH 的 多 少 解 . 

Q) 即使 我 们 要 求 么 与 之 间 的 共 辑 与 恒 等 映 射 靠近 , 但 是 
它 不 是 唯一 的 , 因为 它 依赖 于 了 到 整个 空间 Rm 的 扩张 4+g. 

HUESEA.1, 我 们 来 证 明 ， 双 曲线 性 同 构 在 4 (Rm) 中 是 局 部 
稳定 的 ， 事 实 上 , 我 们 将 在 下 一 节 见 到 ， 双 曲 闻 构 在 (Rm) 中 是 
大 范围 稳定 的 ， 

4.5 658. UA 是 双 曲 同 构 ， 则 存在 83>-0, 使 得 车 Bc Z(R”) R. 
当 |B- A|<5 8, B 5 À 5383538. 

AES. def1X dE — he n, RP R^, (i À 5 B|U 的 扩张 
309, kak U 是 原点 的 一 邻 域 ， 

ike, RO R Jë— O7 CN, FUE HER, 

a() -1, [f «t 
a() =0, jt; 
&(R) CSE, 1]. 

39 B SIR A+(B— A). 设 p:R"->R”， 由 g(2) a(1aD- 
(B— 4) G) E XL. WRH o| B.— (B— 4) | Bs, Hb B, 是 以 0 为 
dab. 1 为 半径 的 球 ,而 车 |e|222, W p(z)—0, XB z GR", 
[Do | K18— 4] +|B- A], J K —sap(|o(0 lié C REXE 
1， 给 定 s>0, 取 8<s/2K 因此 1Dgcj<se， 故 g 有 小 于 8 的 
Lipschitz 常数 ， 由 引 理 4.3 存在 一 同 胚 h, R^ R7, 使 得 

hA~ (AtPp)h. 
HORACE EB IRURE CA JE AS B ZU — REESE. CI 
46:8. É fCDifP(M), r>1. HütpC M E f fj XX fadt 
点 , 则 于 在 Pp 点 局 部 稳定 . 

证 明 、 由 命题 3.5， 存 在 邻 域 (用 及 聊 ( 押 和 一 连续 映射 
pA) W, xtig— z€ (D), Bl o xES g EW rito 
不 动 点 o (2), BR a RUB. PRES A 488 (C 


中 


A), riis Df, OR Do, BS eal 4.5, 这 测 个 线性 疝 - 
BUSTCEL IH f SNC Df, gJAGRXONCT Dgao, 由 传 
Xévih fGRCHUGESWT g. 
我 们 现在 推广 这 些 结果 到 向 量 场 ， VEV REO # Re 中 的 邻 域 
BE X.V — R" 是 Cr EMO SIE YEDI, 3 L— DX. E: 
双 曲 线性 向 量 场 , 则 0 是 X 的 双 曲 奇 点 ,我们 将 证 明 , 2 O S X 
的 双 曲 奇 点 ， 则 在 0 的 一 邻 域 中 X 的 轨道 与 线性 向 量 场 王 的 轨 
道 有 相间 的 拓扑 性 态 ， 为 此 我 们 需要 一 些 引 理 . 
4.7 引 理 (Gronwall 不 等 式 )， 设 己 e. [u, b) R 是 非 负 连 续 函 
3i xb AE ac0, 满足 


PORT fs (Se(sds, ViC[a, b. 


则 “<aerp[ oto ds. 
证 明 . 设 ox o, 妇 玉 R 是 映射 
PO et fut) ds. 
先 假定 a>0， 我 人 用 (@) = B o() 27270 At i t€ [a, 0] 


成 立 HT) -e€(u(«e(Do(D, SIT o'(G/o()« 
4 的 ,从 6 到 二 积分 得 


e /a«exp[ ee] 


L3 vu (D «o(t) «a exp[[ em ]. 
38 a=0, 上 面 的 情况 表明 , 对 所 有 02770, 
WD «o exp [fas ]. 

WI u (£) 一 0 故 不 等 式 仍 成 立 . 口 
48218, Y, Rn-> 愉 ”是 Or 向量 场 , 具有 了 (0) 一 0, 且 满足 
具有 常数 K 的 Lipsehitz 条 件 。 则 了 的 流 定义 在 RxR” F, H 
对 所 用 w€ R", |Y,(a) -YiG) lone — y]. 

WES. VacR", 假定 了 的 过 点 “的 积分 曲线 的 极 大 区 间 
16. 


(s, 5) Jr bae, RETIA HUI, Ë o, (a, => Re 是 过 点 
的 积分 出线 ， 我 们 有 
p00) e Y ps. 

Bit 0, 

le Eeckel + [1 (0) hol +Í Flo s, 
Hr Gronwall 不 等 式 ,我 们 得 到 

lot [«e" spe lel, 3r. 
设 如 ->3， 考 让 序列 (pG), "ENDIUSRERDLO 为 中 心 且 半 种 
天 一 om|a 的 闭 球 内、 由 于 
$82 —9 (8) = Y (p(9ds, 

我 们 有 IPG) - e EM I tl. 
# (5) JE— Cauchy 序列 , BBIDRGI— 8 yero, Y Bt v l 
局 部 流 使 我 们 能 将 积分 曲线 扩张 到 的 右边 ， 这 与 我 们 最 初 的 假 
ARE. HOY 的 流 定 义 在 整个 民 xR" k. BT 

YG) -YD ==—y+[|' Y ar.60) -Y 7,G))1d5, 
我 们 推出 ,对 :>0 

IY. -YW Ilo y+ IY. 6) -Y«G) las 
由 Gron wall 不 等 式 , 我 们 有 

IY,G)—Y,GD [«e**1o—s], # roo, 

对 于 #0， 将 这 个 讨论 用 到 向 量 场 -了 ， 我 们 得 出 同 祥 的 不 等 
=. 
4.93, 设 X, V—R" E O WS, Jor X (0) 70, & L- 
DX, 给 定 s>0, 则 存在 一 Or WU Y, Re^ R^, 具有 下 列 性 
m. 


(2) 场 了 是 Lipschitz 的 ,具有 Lipsohita 常数 五, 故 由 了 导 
出 的 流 定义 在 整个 RRxR” 上 ; 
:7 


(3) dexk B. 2S Y -L 

(8) 存在 一 个 包含 0 药 开 集 UV, 使 得 在 口上 六 一 县 ， 

的 #Y,= L+, 则 存在 M0, 使 得 对 所 有 ET 一 2, 2], 
lo « M, E. oi 有 不 大 于 = 的 Lipschitz 常数 并且 卫 (pa)o 一 0 
WEB DO 0o 6 — Ta, 

证 明 ， 因 工 =DXo, 我 们 有 X = L+, 此 处 类 六 ->R" 是 一 
Or 映射 ,满足 上 (0) =0 及 Do 一 4， 设 四 民 一 民 是 一 0” 映射, W 
[3 

e(R)c[9, 1], 
a() 一 dii, 
[OLI ME IUS 
d OR" R", 定义 如 下 ， 
#G)=a(]e|) glo) ,车 wEV, 
g#@)=0, 车 nwER" 一 VV. 

给 定 8>0, 我 们 可 选取 7>0,， 使 得 S$ 是 OT 且 有 不 超过 8 的 
Lipsohitz 常数 ， 显 然 在 By. E @=k, 而 在 轧 之 外 多 一 0. Y. 
R" 一 R" 是 由 了 一 + 多 定义 的 向 量 场 . 同样 ,显然 在 Bus EY = 
肚 , 而 在 Bi 之 外 了 一 工 并 且 了 满足 (D)， 还 需 证 明 条 件 ( 作 成 立 . 
事实 上 , 由 引 再 4.8, 对 #E [72,2], |Y (9 — Ys) | ke" lo — vL. 
4ecY.L. 由 于 对 于 4E [一 2 2], Yo 8 Dr dE B(0, 切中 有 
界 且 在 B(0, DZ Y-L, 因而 存在 M, 483 :€[—-2, 2]. 
led. 我 们 也 有 


eG) eg) - f LE 00) Q7. (0)) 1 


vf no —p (9) às. 
由 Gronwall 不 等 式 , 我们 推出 
|o; (z) —o, (g) | «2e?86*? |a—y[, V£€ [—2, 2], 
只 要 8 足够 小 , 条 件 ( 和 就 成 立 ， 最 后 我 们 证 明 D(p)o-0, 我 们 
必需 证 明 ; 给 定 p>0, 存在 7>0 使 得 对 elim, lm Go Fell. 
. í. 


BUP (09590, 我 们 可 选取 使 得 对 [ab <r, 195 <del, At 
««pe xe-lz1， 由 上 面 的 表达 式 ,我 们 有 


e - 507. 6)a- RA 


根据 (Y 2) | «e? |o] 3E 0<s<1 成 立 , 由 Gronwall 不 等 式 , 我 们 
得 到 
lex ne" ] afe" ole]. 

引 理 4.9 证 毕 . 口 
4.10 38. WX, V — R7 是 Or 向 量 场 ,而 0 是 达 DICT 
4 L-Dw, WX #0 0834 L. 

证 明 . É Y,R=->R= 是 如 在 引 理 4.9 中 的 Cr jp RS. 由 于 
在 0 的 邻 域 尽 中 了 = 并， 在 可 上 的 恒 等 映射 使 筷 轨道 变 为 卫 
轨道 故 了 局 部 等 价 于 对， 还 需 证 明了 局 部 等 价 于 工事 实 
上 ,我 们 将 证 明 : 存在 R? Bü FRIES BC Y, 5 L, CHR. 

H3[884.9, Y;- Lote, H DY =L, RI DOS 
e= L... BRAMRBS Y.— Io-kei 以 原点 为 双 曲 不 动 点 ， 且 由 有 
不 大 于 8 的 Lipschitz 常数 ,由 引 理 4.8， 存 在 唯一 的 与 重 等 映射 
有 有 限 距 离 ( 即 一 了 +w, u CORP) A. Re 一 R"， 满 足 
hY = Lh, 

定义 H,R"—R'LF. 


" 
H- j DAY ds, 
° 


LUE 070 ak, BR S[31 4.9 的 条 件 (人 保证 H 与 异 等 映射 有 
有 限 距离 、 我 们 证 明 ， 
五 也 HY, 对 所 有 sE 民 成立. 
为 此 只 需 考虑 s€ [0, ZERGRT. PUT 
LAHY,-L. (aan, d). -人 rohY sad. 
4 uisi, BLA 
: "me 


和 or a PAY a du 


; 
-| Eo AY Y due 1e aY mi 
-448 o 


din vui lg ih =u, TH LGAYi-À, 
sim . . 
LY. j LY odot | 1. AY de H. 

这 证 明 H Je PORNODSHIGBREIMENURIS, BUND, 
Y.dtüü, 还 需 证 明 H 是 同 蚌 ,事实 上 , 由 于 L H — HY: foh- 
BY s, 起 由 此 方程 解 的 唯一 性 证 明 HE - A, EY SY. 
41145. Ë XCA'(UM) But pc M K. X Bua, MJ X 
在 ?点 局 部 稳定 . 

证 明 ， 我 们 已 经 证 明 : 在 A71 (MD 中 存在 邻 域 .AZ) 和 在 亚 
中 存在 点 9 药 邻 域 本 ， 使 得 任 一 向 量 易 立 E.A(Z) 在 了 中 有 唯 
一 双 曲 奇 点 pz. 并且 当 .人 (及) 足够 小 时 ,py RI p TREE S En 
因而 线性 向 量 场 DX, DY, 拓扑 等 价 .由 于 互 局 部 等 价 于 
了 Enw 击 了 局 部 等 价 于 DY, 定理 得 证 . 


$6. 局 部 分 类 


我 们 已 经 证 明 ， 由 亡 有 奇 点 都 是 双 曲 的 向 量 场 组 成 的 子 集 
$00 car Unde Z7 OD ROT B, W#a dk M Bg 
每 一 点 都 是 局 部 稳定 的 ， 现 在 我 们 来 措 述 属于 Z. 的 向 最 场 的 局 
部 拓扑 性 态 的 所 有 可 能 类 型 . 

考虑 在 RR" EAE, Do, Li, «e, To， 关于 标准 基底 , 它们 
机 表 为 矩阵 形式 : 


D tasa masanya rz ayay PERS ER 
. ， 


4) 


著 工 是 Rm 上 一 双 曲 线性 向 量 场 , RDLOCSET Ls GARS 35 T By 
指标 . 

设 O; R^ R" 是 常 向 量 场 ,由 Co) = (1, 0, …, 0) 给 出 . 我 
们 可 以 将 前 几 节 证 明 的 结果 总 结 成 下 述 定 理 . 

5.128.  XcZ# (D) BE p€ M. 

(a) 车 2 是 互 章 正则 点 ， 则 互 在 2 点 局 部 等 价 于 在 0 点 的 
常 向 量 场 . 

(b) # pj X 的 再 点 , 则 了 于 局 部 等 价 于 五 , 此 处 i 是 p 的 
指标 . 

证 明 ，(a) 这 由 管道 流 定理 可 推出 . 

(b) 应 用 Grobman-Hariüman 定理 和 命题 2.15. n 

现在 考虑 由 M 的 记 有 Cr SER EIB RAJ S f] Dir CM), 我 
们 曾 证明 , 由 那些 不 动 点 都 是 双 曲 的 微分 同 趾 组 成 的 集合 G CMD 
c Diff (M) de DHI' (和) 中 开 且 稠 . 现在 我 们 米 描 述 Gs 中 一 微分 
同 哑 在 其 不 动 点 附近 的 轨道 的 拓扑 性 态 的 所 有 可 能 类 型 ， 由 
Hartman 和 Grobman 前 定理 , 只 要 将 双 曲 线性 癌 构 分 类 就 够 了 . 
b.9 命题 ， 设 AC. (RT) RO EE PEE MIL e dE oO HE 
Be (R"iW [A—B|-s, D B 5 A Ji. 

证 明 、 由 命题 4.5, BB 局 部 共 胃 于 A, EEEXERUEE AL V (0 
DU(O) 使 得 h4~Bh, 设 邵 与 本 是 44 的 稳定 与 不 稳定 子 空间 ,已 
设 本 与 如 是 的 相应 的 子 空间 ， 设 六 =V60) ñ Ps, Vx= 
V(O) n gs, U'-U(0) NE S3U*-U() n E", 的 连续 性 , 
TRO" -U!, à9-U". SIEoEX—IBEA, Et» EP, # 

nu 


A= A| ES q P= B| E” eR. e cV*, V* dk Et "RAE 
4A, 4 h'(a) =h(a) € E”. SiacE-V*, BEP noo 时 ， 
4"(@) 一 0， 歼 存在 r € M ES AQ CP. RIS (a) > 
B hA (a). HF h E V° h 48 Au B 36398, 我们 立即 看 出 如 不 
TRECE r 的 选取 ， 也 容易 验证 态 是 同 胚 且 使 小 与 Be Jeta. 28 
似 地 , 我们 定义 同 胚 各: E o» EV i A Eg B 3688988, 故我 们 可 由 
G+ a) 2I (9) Thea. EX, R RGB" EQ E”, BA 
是 同 胚 上 且 使 4 55 B 338. [ul 
下 一 命题 我 们 留 给 读者 证 明 . 
5.8 命题 . 设 4 与 是 R" BJ. Q Es H E" ¿y S k A 
的 稳定 与 不 稳定 子 空间 , 而 E”, BB* 是 卫 的 相应 的 子 空间 ， 则 A 
3g Bt Bon An AES 3$ Br- B| E” 3988 E. Anm ALES Eg 
B"-B|E" 358. D 
sI AI EUG AREA tH DEA ALII. 
5.4 dE. 设 A, 与 A; 是 R" 的 同 构 , 在 标准 基 中 , 它们 由 矩阵 


工 
3 0 

" i 
:一 EN b 
1 
01 

1 
- 0 
~ 1 
A 五 
"d 
E 


表示 , 设 A 是 指标 为 mw 的 双 曲 同 构 ,车 A 保持 定向 , 即 det 07-0, 
WJ À 35 Aa 380.2 4 逆转 定向 , 即 det《4) <0, 则 4 EE 
证 明 .由 局 部 稳定 性， 和 4 与 4 的 某 令 域 中 的 每 一 同 构 共 罗 。 
1) 精确 地 说 是 使 A= Al Eh 与 Been B| EV 共 轩 。 一 一 译 者 注 
,83 。 


四 而 我 们 可 通过 假定 4 可 对 角 化 来 简化 讨论 . 
设 fw, …, vm} 是 RR" 的 一 基 席 ， 在 这 一 基 下 天 示 4 BJ 38 DE 
是 实 标准 形式 


i 0 


~ ka, 


0 ^ Bes 


此 处 —1«3,0, Ou c1 YW 
a-( [3 i 
B, x 
有 具有 +0 ñi q+ BE, 

我 们 断言 ， 落 两 个 双 曲 同 构 Bo 与 Bi, 属于 在 .多 (R") 中 开 
的 双 曲 同 构 空 则 的 同一 连通 分 支 , 则 它们 共 辑 ， 事实 上 ， 设 
2, [0, 1 下 GL(R") 是 一 连续 曲线 ,使 得 对 所 有 iE [0, 1], aG) JE: 
3Uft fj, B ol0) — Bo, a () = B. 由 局 部 稳定 性 ,对 每 一 € [0,1], 
wa( 纹 有 一 邻 域 疡 EGE(Re) 使 得 7 ri fg [8] 89 5 a (0) i586. 由 
3: a([0, 11) ERG, TEE d m oa hh ml AEBEVSU eU 
V42a(0, 1). d P Vah sb. BE o0 aaa) 3685. 因此 
Bo 5j B, dic. 

由 此 断言 ， 只 需 找到 经 过 双 曲 同 构 的 连续 道路 we [0, 1] 
GL(R"), 使 得 在 基底 vi, «^, om 下， a(0) 的 矩阵 是 3, T a (1) f 
A& ERE A 或 As, 这 是 因为 同 构 A, 与 As 相似 于 ( 国 而 共 轿 于 ) 在 
基底 Gr, o, s) 之 下 分 别 表 为 Z, 与 34 的 同 构 ， 首 先 我 们 构造 
一 连续 道路 m [0, 1] GLO BRE a (0) 一 4, 对 所 有 #E [0, H, 
v (0) XUI BJ, B. 


1889 


N 0 
"a 
CE aen) 
EN 


i 
0 z 
然后 我 们 构造 一 连续 道路 ma。 [0, 1]—>GD(RS), dU os (0) o 
(D aa) = Ar EE 


MOD 0 


EMO 
Ma) 
"he () ú 
B.) 
Be) 


e(1)- 


os) = 


«6 - Q-0«-(3)* 


10 =G -Durt (3), 


(of) sin(wd) 4B 
B0 -( res SGD). a ®) 
#:e[o, +], 


而 


i)e-n420-0/ FER 0 
B0 " iG-0e20-0/ Gra J 


(86 


wel i] 


此 处 oo ( 二 四 -mV 而 
且 sin (Jo) = - 8 / A GPEBD. 


易 证 对 所 有 4E [0, 1], —1«X(2 «0, 0,0) «t B. B.C! 
的 特征 值 的 模 小 于 1， 这 蕴涵 着 对 所 有 t€ [0, 1], e (D 是 双 曲 
的 ,由 于 aa 连 续 , 我 们 推出 m(0) 一 和 4 与 其 矩阵 为 


ËJ a| CD) 38388. 

现在 我 们 构造 曲线 os, (UE 4 SORGE, 即 det(4) «0, 由 
于 各 连续 ,， 且 对 所 有 itE[0, 1], aG) € — FJ 8. 我 们 有 
det(a: (8) <0 对 所 有 t€ [0, 菇 成 立 ， 特 别 地 debo (D) «0, IR 
Jide o 0931 482_E t fu 3 B 3k B s 是 奇数 ， 令 


1 
E 0 
[10] 
Osa (D) 
ea (t) — "s 
* 
0 1 
2 


1 
co(a)) sm(uDi 3 0 
此 处 oa9-(_ nn s) | . 中 
2 


1 1 
-L 9 L O 
因而 有 se 2 中 oa- ) 
0 0 


Umm 2 


[= 


并 且 O 全 的 特征 值 有 形式 -i 979 RESP t€ L0, 刁 其 模 小 
于 4， 由 于 as(0) o (D) Bos (D) BEBE 3, 328, MCA 53 As 38 
部 类似 地 , 若 det(4) 7-0, 则 4 与 A, 3888. SERERE E [04] R 
[881 rf BERE B He si, 我 们 可 以 证 明 心 不 与 As 36386. 事实 上 ， 
# hk Je IE, PE NET AE 
deg k.— (deg à) (deg 41) =deg(hA) = deg (Ash) 
= (deg 45) (deg &) — — deg, 

由 于 degho 31, 这 是 一 个 矛盾 

注 . 若 4 是 指标 为 0 的 双 曲 同 构 ， 则 根据 det(4)>0 或 
det(4) <0, 4 分 别 与 下 列 间 构 


。 人 


之 一 共 轰 ， 它 的 证 明和 命题 5.4 前 证 明 完 全 相似 . 

现在 ， 我 们 利用 局 部 共 罗 的 等 价 关 系 将 微分 同 蚌 的 双 弗 不 动 
5.6 定理 . Wf CDifP(M) ELBUE p€ M Jk f ñiy IR zh X. W 
fup AWAJ T R” 的 下 列 线性 同 构 如 之 一 ， 此 处 中 = 
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dim M, FB) 41, 0<i<m fit 1ecj«c4, FU dE d Hae R Bids 
准 基 底 中 表 为 矩阵 


如 = 


..7. 


jn 
= 


1 1 
AL AL 2 | A-ÁAL- 3 
"u u 
EL 3 
WEBB. Hi Hartman 和 Grobmasn 定理 , 以 及 命题 5.3 利 命题 
5.4, 立即 得 证 . 口 
$6. 不 变 流 形 


W feDifr (M), HUE pc M 是 了 的 双 曲 不 动 点 在 到 中 
以 Pp 为 极限 的 点 的 集合 ^ (p) PROS p 的 稳定 流 形 , 而 以 p 为 a 
极限 的 点 的 集合 WW*(p) 称 为 p 点 的 不 稳定 流 p. 显然 (0) 8 
HV*(p) 在 了 之 下 不 变 。 在 这 一 节 中 ,我 们 将 利用 的 双 曲 性 ,来 措 
述 这 些 集 合 的 构造 ， 且 将 分 析 它 们 在 微分 同 是 了 经 过 扰动 时 的 变 
化 方式 ， 类似 的 定义 和 结果 对 向 量 场 的 奇 点 成 立 . 

BL 车 4EGL(R") 是 双 曲 同和 构 ， 则 存在 一 不 变 分 裂 Re" 一 
IE", f189XE q € En, Hp n— oo if, A"n(g) —>0, ü 38 q € E", 当 
n— eo BJ, A^^(g) 0, JEBSHETI IMS g, XE n 十 co 以 及 
2— —oo, S4 LA^ (g) |— 9o. Witt W*(0) —E*, W*(0) = E". 

fg MCR*, BHytd 是 由 RP khu M 的 度量 ， 对 于 B>0 
我 们 记 BeC 开 为 以 2? tob, B 为 半径 的 球 . 

定义 、 集 合 

(p) = (z€ Ba f"(a) € Ba, Yn>0}, 
W=*(p) = (g€ Ba f" (g) C Bs, Vnz-0) 
AF328 p Ka. KA B BA 383 MU 3938 TUE. 、 

如 上 所 述 , F° pO WB A — WSB 9 P. Pa — M, 
使 得 每 一 点 z C R° #-—4BBEL V FOSDUTIERG P EV nm gi 
F|V 是 到 它 的 像 集 的 同 胚 ， 此 时 我 们 称 F (RJ CM 3 s 维 浸 入 
TORRHEOE.S R'SDM 内 前 拓扑 骨 入 是 -- 单 射 拓扑 浸入 ， 而 且 是 
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SEC UB RIBR. 
6.148. 4 870 充分 小 , 我 们 有 ， 

(D) WB) CW*(g) E. W3(p) CW"(p)， 亦 即 那 些 在 p 的 一 
邻 域 的 点 ， 若 其 正 ( 负 ) 兴 轨 保 持 在 此 邻 域 中 ， 则 以 了 为 极限 
极限 ); 

(2) WiCp) (W3(p)) 3 M ip IA iF Bs, 其 维 数 与 4 一 
Df, 的 稳定 (不 稳定 ) 子 空间 移 维 数 相同 . 

(8) W'(p) = LIFT OD EW* UD LL POP GOD. B 
此 存在 一 单 射 折 扑 混入 pu Et M(ps EM), 其 像 为 
W'(p) QV" (p), At E* 5 琴 分 别 是 4 一 了 Dj 的 稳定 与 不 稳定 
子 空 间 . 

WEB. (T)35 (2); 由 Gzobman-Hartman 定理 , dE T M, 中 存 
在 0 的 一 邻 域 D, ELO 36 A. Bs 一品, 使 了 与 同 构 À 3638. H 
于 4 是 双 旧 局 构 , 因而 车 zED 对 所 有 n>0 有 小 (%) CU, Rl z€ 
J B. 56 n— co B 4'€)909. WgcWi(p. BUT w>0 
"(O € Bs, B. hf*(q) — A"h(g), SITAE A"h(g) ET 对 m>0 成立 , 
因此 A"h(g)-»0, dk f"(g) - A Anh (q riko - 71 (0), XXE 
W Wi cW'(). 368, Àh' Q*nU) -Wi(n, ik (2) ue. 26 
dit, WC) ccW'(p R Ws(p -Fr UNE), 

(3 8 T W'(p) #: f F F3E B Wy(p) CW? (p), RAUS 
f ''(Wy(2)) CW' GYXHBUOR w BR sr, Bk LL FASOPOD) Wp. 
343—335 a CW' Cp) Bl Hon f(g) =p, 故 存在 mEN, 使 得 对 


所 有 mwo 产 (GOD) € Bs. #& f (g) €W%( 2), Bitti g €f *(W2(9), 
类 似 地 可 证 到 "(2) = LJ 'W2(2)). RATIUGESXE SCR BE ps 
Po M, 其 像 为 W'( 罗 ， 若 2E€ E°, Wit SEN 使 得 A= (a) € 
六 ,此 处 U 是 前 面 考虑 的 0 的 邻 域 ， 我 们 定义 

(一 广 "de 人)， 
由 于 1 使 4 5j f 398, bk p, 是 有 明确 的 定义 的 , BIS m 的 选取 
无 关 ， 易 证 m eS SG A, Hoe (0 —W*(p). 2406, 我 
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们 可 构造 一 单 射 拓扑 漫 入 o. Et 新, 其 像 为 W*(p). ñ 

i£. (D disc M J& f BASIS, WD WE pMEOENCÉ 
与 对 万 ”而 言 乡 的 不 稳定 流 形 重合 ， 这 个 对 偶 性 ， 使 我 们 能 将 稳 
定 流 形 的 每 一 性 质 , 翻译 成 不 稳定 流 形 的 一 个 性 质 . 

(2) 虽然 局 部 稳定 流 形 是 一 舱 入 拓扑 图 盘 ， 但 下 面 的 例 2 说 
明 , EHE LE RT BEAR JE M 的 伐 入 子 流 形 . 

(8) 必须 强调 ，Grobman~Hartman 定理 仅 给 W' Cp fe ti 
外 子 流 形 结构 , 如 命题 6.1 所 证 . 然而 下 一 定理 不 依赖 Grobman- 
Hartman 定理 , 它 证 明 W'(p) JERI BELA T WOE, 与 微分 同 胚 属 
于 同一 可 微 类 .我 们 介绍 命题 6.1, 作为 本 节 主要 内 容 的 诱导 . 

BIS. É f,82-—> 8° 是 向 量 场 子 的 流 在 时 间 工 导出 的 微分 同 
JS, X 的 轨道 结构 如 下 ; 北极 px 是 北半球 唯一 的 奇 点 ; 南极 ps 是 
一 鞍点 , 它 的 稳定 与 不 稳定 流 形 形成 一 个 “ 字 图 ”, 包围 另外 两 个 
夷 点 , 见 图 6， 在 此 例 中 ,Pp 的 稳定 流 形 不 是 S? BIR A TE. 


北半球 南半球 
图 6 

Bl3. 设 f= 了 1, 此 处 了 是 59 上 向 量 场 , 其 轨道 物 造 由 图 7 
显示 .让 此 例 中 ,WW*(p,) 与 "(ps) 都 是 58 SHOP WE. 

定义 . 设 8 与 8’ 是 如 的 0" 子 流 形 ， 且 设 s>0。， 我 们 说 
和 避 是 sO" 接近 ， 若 存在 一 0" 微分 同 旺 如 58 一 S'C 及， 使 得 在 
Cr 拓扑 中 怨 和 是 8 接近， 此 处 名 SM Hid. S'— M Xm 
包含 映射 ， 


0. 


北半球 请 半球 
图 7 

6.9 定理 (稳定 流 形 定理 )， 设 yc Dir CU)， 设 2 是 了 的 一 个 双 
曲 不 动 点 ,而 部 是 A— Df, 的 稳定 子 空间 ， 则 

(D W'(g) 3& M rh SHS AIDE, B. W: (p) Tk p 点 的 切 空 间 
JEN 

(2) 设 DCW'(g)J&—iük A MN #, Gre p. DEC SB A 
-CDif (0)， 使 得 每 一 9E- 信 有 叭 一 的 双 曲 不 动 虑 2v 包含 在 
了 的 某 邻 域 避 中 ， 则 对 任意 的 s>0, 存在 了 的 一 pid A n it 
得 对 每 一 9E. 信 存在 一 圆 盘 DC W'(p) ,e007 接近 D. 

我 们 将 应 用 在 Banach. 空间 的 隐 函 数 定理 来 阐述 此 定理 的 一 
个 证 明 , 这 个 征明 是 由 了 H. Irwin 给 出 的 "2. 我 们 采用 岂 J. Franks 
引入 的 一 组 符号 来 叙述 

我 们 将 明证 ， 局 部 稳定 流 形 W%Cp) 是 一 Or 喘 庙 前 图 象 ， 且 
W>(0) J Al p k o R. G P W'= LI Wy), oH 
fuU JE Or 类 的 , 所 以 我 们 可 以 局 限于 针 沦 六 是 定义 在 Rn 中 
0 的 一 邻 域 六 的 微分 同 耳 ,而 0 是 了 的 双 曲 不 动 点 的 情形 . 

YR A-Df(0), 3E A-RURBU Ap ER" — EO", VIERGE 


Ee, E* 上 的 范 数 |+], 1: |. 68 
I4, HO ai, 
在 Re 上 我 们 采用 范 数 


Jens] =mex(|a,],, lolo, 


XFP 80,13 Bs 为 以 0 为 中 心 .8 为 半径 的 开 球 生 令 
B= BaN Be, B= Ba 本. 
选取 8, 使 得 在 Bs 中 ,可 写成 
f=A-+@, @(0) -0, |DO| «s, 
对 于 满足 0<s< 吉 (一切 的 某 s 成 立 ， 我 们 也 采用 记号 
f= (fr, f), A= (4*, A9), B= (dv, 9"). 

为 了 证 明定 理 6.2, 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 
6.8 引 理 . 若 z= Co ze) TE Z = (z,, 2) XE BE n0 iE PG) 
€ Bs fill f* (2) € Ba, M] 227. 

WEB. 考虑 BOBWA y-( sf y = Gh, v0, WE 

In 9 dise. 
X. pf Go - f 01 (1-0 71. 
1f) -PN <I 9) -f*(]. 
事实 上 faG)- f'@)= ang) — A* (P) 4-0) - 9). 
由 中 值 定理 ,有 
1A G0 — f°) E 1g — 9. Io wl. 
由 于 jg 一 好 | 一 人 ye 一 四 
我 们 推出 [P0 P G0 07-9] 9. 
类 似 地 — PG) PG Dl <aly sd elg vl. 
由 于 Ig-s l7 Iv 9 Mas t. 
fh WD- GEI sd tf 0 f" (2l. 
由 这 些 不 等 式 , 我 们 推出 
MG) -Fe 一 el 一 天 
现在 考虑 原来 的 点 2 z BXE n0 $ y—f'(2, yf). BE 
gib, 我 们 有 
LAG - 6b» G7 "lei. 

Hrya'-s1i, Mofes, 反之 , 则 产 的 与 产 公 ) 的 距离 将 
随 ” 而 趋 于 无 穷 ,这 与 对 所 有 n>=0, 产 四 与 产 (Go) 都 属于 B, 这 一 

1) 引 理 6.8 gUEB8j— DET TTE EP TE 
. z. 


事实 矛盾 . 口 

定理 6.2 的 证 明 . 我 们 要 证 明 ， 其 正轨 道 保 持 在 0 的 一 邻 域 
的 点 的 集合 是 一 0” 子 流 形 . 我 们 也 要 证 明 , 此 集合 与 其 正轨 道 收 
敛 到 原点 的 点 的 集合 重合 ， 首先 ， 我 们 诱导 这 个 证 明 ， 设 到 是 
R” 中 满足 7 (0) 0 的 序列 y(n) (wn 之 0) 组 成 的 空间 , 其 范 数 为 

Iv] 759p] Ge) ]. 
设 日 为 区 的 子 集 ,由 
G~{yEK: y(n) € B, X] n2=0y 
XX. BUEXDEsCB,H ycG,B 
y = 0). 


v6) 7 4(4--0)7() 9G (— 2) 
APUL Dy" (9) AD 2) (02) 
= A") + S armato». 
7( 中 的 第 二 分 量 有 表达 式 
Qe S ame o9» ]. 
By 如是 一 扩张 , B 21 (AS 279 (02) 版 化 到 —. 
XRORRSUT RE XL MON, By Go» K WF. 
FG, 36070) — ( (9700 + B an eoa», 
- Ë ycem oq» ). 
我 们 要 证 明 P(e, 2) E 玉 ， 然 后 证 明 对 每 一 ， 存 在 YEQ 使 得 


F(z, 3) -0. - 
选取 8>0 BE ec B, |6G)|<b. Hip Ocacl, a 


是 有 界 的 , Eois (17a) 7. Hed y (0090, 及 因 
[Gm] «es, (4 (2-0, 
"S 


x j$Sav--eoo»|«a-27eptr cot. 


E 


则 


故 任 给 s>0， 和 进取 wm 尽 够 大 ， 使 得 对 于 im [Or G0 
9e. +E P, 力 的 第 二 分 量 趋 于 0， 考 卡其 第 一 分 量 ， 对 
+ 0<m<=<n, 我 们 有 

[S coe o9» 

«(1—2) 10 "b+ (1—a) “supl oy 
给 定 。>0， 取 m 是 够 大 ， 合 得 第 二 项 修 于 /2、 INTER S EU 
大 ,使 第 一 项 小 于 s/2， 因 而 FG, y) € K. 
现在 我 们 利用 隐 画 效 定理. 回 定 YEG, PUE s—>F(z, 2) 
B3) K 是 仿 射 的 和 连 绪 的 .特别 地 , 它 是 0"! 类 的 ， 我 们 要 证 
明 , 对 于 wEK， 
DP, DO Ou - (Sj 7D Gr) (D), 
-Dy 的 )GG)) 

为 了 简化 表达 式 ， 下 面 我 们 将 等 式 的 右 端 记 为 %， 我 们 要 证 明 :; E 
给 8570, 对 于 小 的 ju， 

J£, y) (人 —PF (a, 0 60 —M 81s]. 
此 式 芍 左边 小 于 或 等 十 

[S cerro +u) (G) 


— D$ GG) we)]| 


+ 


Dua" 1368 (y (@ wu) —@"G G)) 
noQ) (G) |. 
由 于 DE 在 B 的 闭 包 上 连续 ， 它 在 B, 上 ~… 臻 连续， 因 而 给 定 
5'>0 时 ,存在 o> 0 使 得 对 zxE Po, B. 上 wl 足够 小 满足 4 十 wE B, & 
二 <p 时 ，j (e+ 四 一 DG 人 <3。， 将 中 值 定理 应 用 到 更 十 
u) —6 (2, 我们 得 
|6G-+ —@(2 - Db ()u] «9'|ul, 


我 们 推断 出 上 述 表 达 式 的 每 一 项 小 子 
G- 人 3. 
故 取 2(1—a)718 «8 
就 够 了 ， 这 证 明 
A D4F(, 3) G) (9). 
容易 直接 验证 D.F 连续 , 
因为 DF 和 DoF 连续 , ik P JE C' 类 的 ， 并 且 我 们 可 直接 验 
证 D,F(0, 0) 38 K 上 将 便 等 欧 射 了 由 隐 函 数 定理 ， 在 到 中 存 
dE BRI RUN 
9$, B8, 
使 得 p(0) -0, KxtBEHE e Bt, 
FG, pG) -0, 
我 人 有 e()Q)=(z -349 77 @e(@( (0). 
然后 定义 à BE 
CERIS E 
9 人 0 (0) = (s, &(9)). 
由 于 9 是 OY 的， 且 将 7 变 到 y(0) 的 映射 和 G-> R” 是 连续 线性 
的 ,放大 是 CF 类 的 ， 我 们 指出 ， 
Amaegog， 
此 处 me R" — E* 是 自然 投影 ,由 于 对 所 有 wz0， 
了 Gy pG(0)) (8) =0, 
我 们 有 


e) 6) = (A + C799 6) 0) 
-& um. oí0) 6). 
由 此 得 出 
9G) (a+1) = (4+ D9) @) o (p(2) (9). 
由 归纳 法 我 们 有 
eG) (9) — fr(e, hG9) 
"85. 


对 所 有 mw>0 成 立 ， 这 证 明 ， 著 Egraph (入 3， 则 当 w 王 oo 时 ， 
产 的 趋 于 0、 另 一 方面 , # z 和 它 的 正轨 道 保持 在 0 的 一 小 邻 域 
中 , 则 由 引 理 6.3, «graph (D. ik f (graph) C'graph (9) , B. 
graph (多 表示 了 在 0 的 局 部 稳定 流 形 ， 为 了 证 明 局 部 稳定 流 形 在 
0 与 E 相 切 , 剩 下 还 要 证 明 Dh(0) 一 0， 由 于 

了 (Go 9(2)) -0, 
我 们 有 D.FG, gp 人 GD)) 二 Do (za, p(e)) Dp (z) =0, 
因为 D,F(0, 0) =Z, 
由 此 得 出 Dg(0) = — D.F(0, 0), 


Do(0) (v) = —D,F(0, 0) (9) = -u, 
此 处 u(n) = (— (4)^v, 0), XETP n2=0, 
由 于 h=waogog, 又 因 ma 与 9 为 线性 的 , 我 们 有 
Dh(0)ə =m A) YW, 0) —0, 
这 就 是 我 们 要 证 明 的 . 

上 面 我 们 证 明了 稳定 流 形 是 0: 类 的 、 事 实 上 车 了 是 0" 的 ， 
那么 它 也 是 0" HS. 这 只 权证 有 明 上 述 FO Or 类 的 即 得 ， 我 们 站 
HB DF EO XB, Hu EE DsF 是 0"! 类 的 局 部 稳定 
流 形 连 续 依赖 于 扰动 ,可 用 和 上 面相 阿 的 方法 加 以 证 明 ， 使 也 
d OBCTUE PO" 扰动 

F-F(s, y, 9) 
就 够 了 .然后 验证 DF XE Ort B9, VATI F XE O' 的 ， 剩 下 的 证 明 
和 上 面 一 样 。 只 钨 注意 ，4 士 否 的 不 动 点 会 随 DOES) SEE, 
这 对 上 面 的 证 明 影响 不 大 ,利用 一 Or 微分 同 胚 ， RETURARS 
点 移 回 到 原点 . 

值得 指出 证 明 对 某 些 映射 也 有 效 ; p 
0。 然 而 ,用 这 种 方法 我 们 只 能 证 明 稳定 流 形 的 存在 ， 我 们 将 用 另 
一 种 方法 证 明 不 稳定 流 形 的 存在 ， 这 个 方法 叫 攻 变换， 下 面 加 以 

3) graph 丰 中 文中 被 译 为 图 象 ， 但 这 里 它 已 成 为 一 专门 的 记号 , WAQ, 有 人 也 
用 tr 或 gr- 一 一 译 次 注 
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说 明 . : ` 

另外 , 还 需 指出 ; 上 述 证 明 在 Bauach 空间 也 成 立 , 我 们 区 需 
添加 一 假设 , 即 局 部 映射 了 及 其 各 阶 导 数 在 B, 中 一 致 连续 . 

现在 我 们 考虑 向 量 场 X CATUOD, W p€ M XX NUR S 
点 ,Pp 关于 向 量 场 对 的 稳定 流 形 W*(p, X), 是 M 中 那些 其 w 极 
限 是 2 的 点 的 集合 ， 令 7 一 他: 是 时 间 t= SB. 3e 
们 已 知 , p 是 了 的 双 曲 不 动 点 ， 若 W'(p, P) SOS p XT f GE 
流 形 , 则 


W'(o, f) -W'(o, X). 
事实 上 , Sec W'(p, X), Bsp 27900 I, X (2)-» p, 则 当 n7» 
co, 显然 有 

X) = f'(e) p, 

因而 W*(p, X) CW'(», f). 
55 —Jr iii, VEU Je p 的 任 一 邻 域 ， 由 于 三 ( 节 一 0 故 存在 2 的 邻 
RV r8. X,(V)CU XL Oii 成 立 . 3 e€ W'(p, f), 则 存在 
mo € N, 使 得 对 nne, f (2) € V, BIDS Eno, # X,(e) CU, X 
TEES #— oo Bj, X (p. WR, 

W*(p, f) CW'(p, X), 

我 们 也 将 介绍 定理 6.2 的 另 一 个 更 几何 化 的 证 明 的 大意 ， 其 
证 明 在 [89] 和 [7 四 中 可 见 .我 
们 上 略 去 第 二 个 证 明 的 细节 ， 因 
为 它 的 技巧 非常 复杂 ,然而 ,我 
们 着 重 指出 ， 这 个 证 明 适 用 于 
重要 的 推广 , 如 在 [40] 中 . 

# COUS B; 是 所 
有 其 Lipschitz 常数 最 多 为 工 
ËB Or B 9F BJ S S. Np 图 8 
C'(Bh, BD E— H1 fE, 因而 是 一 Baire 空间 ， 若 wE 多 , 则 的 
BL RE Pimi O" PYGE. W A R: 88 E i Bi Bm gk: 如 中 
WB, CAT (graph(a)) D] B, J&—1- A, B) | Bš j Or WR 

9T 9 


图 象 , 我们 记 这 个 映射 为 T'a(e), SEXE E 
Ta (2) = (AS) “ta (Ao). 
由 于 Dao) 也 有 不 超过 1 的 Lipschitz 常数 ， 我 们 定义 了 一 个 映 
E] 
Ta 99 
称 为 对 应 于 A 的 图 变换 ， 易 见 , 车 a€ 多 ,序列 (DS (00) 收 化 到 
堆 观 射 ， 其 图 象 是 4 的 稳定 流 形 .由 于 4 是 了 在 点 0 的 导数 , W 
此 可 以 期 望 , 取 忆 是 够 小 时 ,我 们 可 以 定义 对 应 于 了 的 图 变换 
Ty 多 一 多 
车 有 一 吸引 不 动 点 wr CO (Bt, B3), Bl T'y(as) 一 ay HDT (0 
多 对 任意 mE 多 成 立 , 则 f (graph (aj) — graph(ap, B. graph (e) 
是 Be 中 所 有 关于 了 的 正轨 道 保 持 在 Be 中 的 点 的 集合 故 
graph(oy) 一 W3(0)， 换 名 话说 ,定理 的 证 明 能 用 下 列 步 驶 完成 : 
(D 五 是 合理 定义 的 ， 且 有 一 吸引 不 动 点 mwEOr0B2 B9). 
(2) # gie Or 拓扑 中 邻近 了 , WJ 是 合理 定义 的 , 是 有 一 吸 
引 不 动 点 , 随 9 连续 变化 . 


$7. ^ 引 理 (倾角 引 理 ) .局 部 稳定 性 的 几何 证 明 


在 布 节 中 我 们 讨论 与 动力 系统 的 一 些 结果 有 关 的 并 且 阅 明 其 
中 某 旦 结果 的 一 个 局 部 事实 ""， 特别 地 , 我 们 将 给 出 Grobman- 
Hariman 定理 的 另 一 个 更 几何 化 的 证 明 . 我 们 也 注意 到 ， 在 
Banach 空间 同 祥 的 结果 (和 证 明 ) 成立. 

设 了 是 Re 中 0 的 一 邻 域 了 的 Cr RAV IUS, 以 0 为 双 曲 不 动 
HS 考虑 双 曲 同 构 4~ 怀 0) ， 及 不 变 的 分 裂 R^— ENDE", dE 
第 6 节 我 们 证 明 ， 不 动 点 0 的 局 部 稳定 流 形 Wiw(0) 是 一 满足 
(0) =0 Z Do,(0) =0 ij O 映射 

qs Bl E* 

的 图 象 、 这 里 BL) C Be 表示 以 0 为 中 心 、 以 有 为 半径 的 球 ， 同 
样 启 部 不 稳定 流 形 Wis () 25 — 8 IE 9.0) =0 E Dp. (0) 70 
,98 ， 


全 映射 


pa Bi Et 
的 图 象 . 
"Wis 加 
, 0 
s 
h. 图 9 
考虑 映射 


9; BKOBE-» ENDE, p(z,, za) = G —p.(z) , mm), 
显然 8 是 Or 类 的 且 Dp(0) 是 恒 等 映射 。 因而 9 限制 在 Re 中 的 
0 的 某 一 邻 域 是 一 微分 同 且 ， 考 虑 微分 同 胚 

#=ə,f=ofe". 
JU B A SURE IAN JER 7 (00 ~0 和 DF(0) = A. 并且 
了 的 局 部 稳定 流 形 是 如 中 原点 的 一 邻 域 ,而 它 的 不 稳定 流 形 是 到 
中 原点 的 一 邻 域 ， 换 句 话说 , 我们 总 可 假定 微分 局 胚 的 一 双 曲 不 
动 点 的 稳定 (不 稳定 ) 流 形 是 不 动 点 在 了 的 线性 部 份 的 稳定 (不 稳 
定 ) 子 空间 的 一 邻 域 . 

设 小 | 是 R= 的 一 范 数 , MUS LA] atm LC) [<a < 
1,JLAb À 1 A* JR À MEE En 5j E" EBIRUL JS By— BE 
是 了 在 WS(0) BBC 上 的 限制 , 网 DF (0) = At, BrT AS RUE 
缩 , 故 对 于 足够 小 的 B, f' 是 压缩 。 因此 车 CB 是 以 原点 为 中 
心 的 开 球 , 则 了 (2F") C: Bs, IGA 0B*- Pr Br JE PI GR, WF 

Ge(O =G) 
称 为 关于 0 的 稳定 流 形 的 基本 域 。 显然 
BG:(0) =0F Uf 0B’). 
# s CW:(0) 一 {0}， 则 2 的 轨道 至 少 有 一 点 且 至 多 有 二 点 在 
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Lid [y 


AM G (0) rh, B 
Af) 7 W*(0) -19) 


H3 ecint G'(0), BXEBUR w€ Z— (0), f*() &G*(0). 

G* (0) ME 353 Wi, (0) F4838694838 UN* (0), XR Y OP 
BOEMOER KOK BIR. JebUN, 我 们 可 定义 关于 0 的 不 稳定 流 形 
的 基本 域 G Q0) 和 基本 邻 域 W"(0) . 

设 P'CXE* gts dk Wi (0) RM ik B'CE'RE GGG 
Wiw(0) 中 的 一 球 , B.V —B'x B", 
考虑 一 点 9ETie(O) 以 及 一 个 
idi u= dim E" B # g 点 与 
Wix. (0) 3J804836 BU El D". 
Z13880 3 8D, REV = Px 
B°, k g CW'(0) — (0) B.W D° i 
BOE. W D: fr(D” nV du 

Bou f fA, Eu 
0, 存在 n C N 使 得 若 n2 no, HJ D; J: eO? dE B=. 
证 明 . 了 在 0 的 邻 域 六 的 表示 式 由 
fm, m) = CA Pel, m), Amy Egan, wn) ) 
给 出 ,此 处 (Df)o= (As, 4A), CB, a € B", 
f 4t] ai, 1 C977] at, 


一 0. 


B. 


Sp Op 
Ər | — Om, 


HF Əp/8z,(0, 0) —0 Xt à, jos, u BE, 322548 55 3706 XE st 


BUE 


性 推出 , Id 
a=a-+k<1, 0<k<—1, b= (a3 5) 1, k<(b—1)8/4, 
以 及 存在 六 CV 使 得 


2e], « - 
kmax [781], $, j=, 9. 


我 们 可 假定 gEV" 且 B'C'V', Ek w E (TDS), DIE WAY p Ë. 
TEREBUEII V — B' x B“ 中 我 们 可 写成 m= (et, 0). ÜR Ao X oo Bl 
斜率 , 2o [2ML/ pot], 出 于 D" # q 5&5 B* 匀 断 相交 , 故 | oo] = 0. 
* 


gf), v= Df (vo) 
gs- fin, va Dfa ox) 


qf), v. Dfo (0s. 
XT cab, 
NES DEA Op/ On. (q) Li 
Dr-( re ) a ;) 
-( Ab Op/ 0, (q) V+ Ops/ On. (q) vi ) 
A" 8g. /On, (q) vi 


- Abr Op/ m, (g) vl -Dp,/One(g) ol 
Ba ^ B- Les CE an (66 
分 子 有 上 界 


Let] +|82,/8z,(g) 8| + 19./ 0n. (9) 8 | 
aj st] + blot] E] vtl. 


分 母 有 下 界 
LA] — lƏps/Əz (a) vt] a7*| vtl —k]51, 
sk rh tbe Mk. LÀ 
ik ac +$ 


N^ PEIPER 
às His «MM, 


k 
xi. kaka < ++ 1° 


P n-> co Bl 1/0550, B k/5—1« (6 —1)/4, Wed no € 
Z*, 使 得 对 任意 w>wo ff À< (6 1)/4, EO. min (e, b), 
由 于 Əp,/0x.| >= 0, B B* 83k, 族 存 在 3<e 使 得 对 于 V1 一 8B'x 
Be, STE 
meae] ^ 
此 处 8° 表示 其 半径 为 P B 4858 8 RR, 
由 于 wo 可 取得 使 Xe 是 (D9。 中 单位 向 基 的 最 大 可 能 僚 率 , 
故 存在 wo, 使 得 当 me BF, CF DD, 中 所 有 非 零 向 量 的 斜率 X< 
(—2/4, Hg, CV... HURI DL 的 切 平 面 的 连续 性 ,存在 嵌入 
Di, WADE qu, 为 中 心 的 圆 盘 D, 使 得 对 pc D*, (D^, 中 的 任意 音 
位 向 基 的 斜率 和 满足 < (0—1)/2. 
对 于 9E 多 ,该 wE (TDO, 364i = Q, p, acf 
A 
我 们 来 计算 2 的 送 代 的 钢 率 ， 我 们 有 
D, -( A + Bp/ Do Gp) vf + BPs/ P (p) a" ) 
Opu/ 02. ( p) + Au 3- Əp / Om. (p) n" 
#g#ë xad t rap /0n (Dv Op /0n (p) al 
Jap/ Bm (py + AS Op. Bm Cp] 
XATANT a| 十 到 可 7A o*] , WK ERU 
] 4wv^| — laps/0m« Cp) "| — laps/ Ors (2) v*] 
za|[»"[— thorl — | 1. 


因此 


[E271 As d- ki 
eS TR S b= Px 


Auch LES LES 
i Ll T ` 
b-ii6-) 1-#0@-) +G@+D 


&ëh=10+1D>1, ET 


h. 
ksi. 


À. 
Wt 


Wofede à MU wo 


Masa (Les). 
由 于 我 们 可 取 * 使 得 jw 是 下 的 单位 切 向 量 中 最 大 可 能 的 斜 
3, Mod sn, (RIDIT POP) NP; 的 非 0 向 量 的 斜率 小 于 
s[1+ (bi—1) 33, 因而 , 任 给 s>0, 存在 使 得 对 n> f" (D ñ 
V. BS 58 3 0 向 量 的 斜率 小 于 o. 
比较 产 (Bon 及 的 一 切 向 量 和 它 在 Df 下 的 像 
(%, 0 — Df (95, 9) — Ges 9843) 


的 范 数 : 
A esa | 十 
ET 
JK oba f %0 0 3228583818 


pu or 
由 于 斜率 xx 入 是 任意 小 , BAR PD» n: 的 非 零 切 向 量 的 
迭代 的 范 数 按 一 个 趋 于 5 一 ar 一 4>] 的 比率 增加 。 故 PO 
V. 的 直径 递增 ， 连 同 它 的 切 空 闻 有 一 致 小 的 斜率 这 个 事实 ， 推 得 
存在 元 使 得 当 w> 丰 时 ， 产 (DY) nV. 经 由 典型 投影 到 B° 上 ,是 
C 接近 B". X 引 理 证 毕 . 口 
iS (D A 引 理 可 叙述 为 一 族 圆 盘 匀 断 相交 于 W° (0), RE 
这 一 族 圆 盘 在 O: 拓扑 中 连续 ， 因 而 , k 
F,G*(0) — O* (E*, M) 
是 一 连续 映射 , 它 使 基本 域 G^ (0) 中 每 一 点 4 对 应 一 与 PF ATH 
: 交 的 圆 盘 Dee P (g) B°, Wk U=—B'x B° 如 上 记述， 则 给 定之 0， 
存在 wo CN 使 得 对 任 一 9CGP(0) 及 mo f" (DD) 可 是 一 20+ 
接近 于 B". 
(2) 3 F E Or 贺 盘 的 连续 族 ,> 了 JeILR4 EB at 
F. G*(0) — Or (B*, M), 
则 这 些 贺 盘 可 被 证 明 是 C 接近 ， 昌 然 这 在 大 部 分 应 用 中 是 不 必 
X. B 
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(3) 下 面 的 事实 是 入 引 理 的 直接 缚 果 ， 设 功 是 一 小 的 * 维 
Bt. IHE W (0), 刚 存 在 mo>0 和 一 点 列 s C D", mmo 
WB GO € D*. 
Fe 1. Wk pi. pom C M ds 
Ef e Difr OJ) BOURSE E 
W* (p 与 W* (pa) 有 一 匀 世 相交 
A, H W"(p2) 5 Wn) 
斯 相交 点 ， 则 机"(2) 与 W'(n) 
有 一 勾 断 相交 点 . 
Arg Gg 是 W"(ps) 与 
W'(nj) 匀 断 相交 的 一 点 . 考虑 加 
图 把 4 DCW'(p)tfrz 5g. 由 
- D š W° (pa) 有 一 匀 断 相交 点 ， 因 而 存在 s>0， 使 得 车 也 是 
eC* S3 D t8 Wk, 则 人 与 WCps) 也 有 勾 断 相 交点 。 现 设 2 
J& W*(o) 5j VCpe) 的 一 色 断 相交 点 ， 且 DCW*(p) 是 一 包含 
全 且 与 环 "(20 辣 维 的 贺 盘 由 入 引 理 , 存在 整数 no 使 得 p= (DS) 
包含 一 s01 gk D MIB D, piméese- gc DW). H 
T W*(pQ JEASEBI, 我 们 有 ps OD) CW*(p2. Wit, d J& W (p) 
i W° (pa) ËJ — 4" 59i Re js 口 


推论 2. E pc M JE f eDiffr Of) BEXUBZRU A, E NICO) 
是 W° (p) B8-—J 274850. XE p MISSAS, 
WF ORD) EU - Wis). 


证 明 。 首 先 注 党 到 蕊 本 域 伊 (办 CN'(p) 经 由 了 的 送 代 覆盖 
W*'(g) — oh 亦 即 
AM PIG) -WD - (D. 


另外 由 和 引 理 ， 罗 的 某 一 邻 域 芝 中 每 一 个 不 在 Wt Cp) 的 点 属于 
与 G*Cp) A1BCRHSE E. 6L T IN* Co) B8 — RR AGE IN. 

现在 我 们 求证 明 关 于 向 量 场 的 入 引 理 ， 设 pE 必 是 卫 E 
JUD BS xui AC EY CD 5s Wis (p) J& p AXBUSIUBGE 
与 不 稳定 流 形 ， 设 B'QEOCHOCT Wis) Nn, MR OPE 
W'(g)" 83 X 匀 类 相交， 球面 WU(p =ƏB' ni X + W° (p) 
的 一 个 基本 域 。 BM. #=€W'(D) p, “的 轨道 与 S> (p) x 
交 一 个 点 ， 类 似 地 可 定义 关于 W" (p) Bpiicict. 

设 D" k tg #&— c € Wi. (2) E.5 Wt (p) SJIR4826 B8 — B 
fi, 其 维 数 dim D'-dim Wi. (9), 设 是 紧 致 集 

K -(Xi(g)itCI[0, 11). 
XHg— m (9) € K, Bl D'OC(g)) = X409, dry X, 
JA STRE EL Wise (9) WF X, 是 不 变 的 ， 故 回 盘 包含 点 Tt(O)， 且 
与 Wie (PD) 勾 断 相交 ， 设 f= 及! 是 在 时 间 工 导出 的 微分 同 胚 , 则 
光 是 了 的 双 曲 不 动 点 ， 且 了 对 于 微分 同 胚 了 的 稳定 与 不 稳定 流 形 
与 p 对 于 向 景 场子 MDROE A OEGDIEOE E. Wb PUERO 
WiCp) H&ftr p 的 一 圆 稚 ，B* JEU Wis (p B £ € p B -— l 
#. B V—= Bx ps k p 的 一 邻 域 ， 由 关于 微分 司 胚 的 * 引 理 . 给 
XE s>0, 存 在 moEN 使 得 若 mw>wo， Dr (2) J& sO: 接近 于 B*, 此 处 
Dio) E: f* D*(2)) n7 的 包含 产 ( 办 的 连通 分 支 , € K, XXUEBI 
了 下 述 引 理 . 
1.8308, H3 o0, fff t> 0 HE i8 B. Ds IE X050 
V lj ep 8 XD BARON 2) 36, 则 D: 是 eO* 接近 B", 口 
(085 


现在 我 们 介绍 GrobaƏian- Hartman 33 3—4- Xt Jt 1119 
证 明 ， 我 们 要 用 和 引 理 和 稳定 流 形 定理 。 我 们 已 经 指 则 ,它们 的 
证 明 是 与 Grobman-Hartman 定理 无 关 的 。 我 们 介绍 的 证 明 是 
美 于 流 的 ， 但 奖 似 的 讨论 对 微分 同 有 耳 也 有 效 . 

7.898. pc M XI X € 2* OD RI XC ER. fE 
Pp 的 一 邻 域 吕 及 一 连续 跨 射 x U — B,, 此 处 B,—=U Wis (9)3& 
ti p fg—[ dk, 具有 下 列 性 质 , 

(D =; (p =B,=U Wi Cp) J&— 9 p B Bl št. 

(2) WHs— = € B,, m, (a) 3: M Bj — O' T WE, # RS 
Tek (0) 勾 断 粕 交 . 

(3) mw 是 C0" 的 ,除了 可 能 在 Br 的 点 之 外 . 

(D 由 zw 定义 的 纤维 化 对 于 X 的 流 是 不 变 的 , 亦 即 若 20， 
则 X,(z;*t(e))Ə=;*(X,(@)). 

证 明 .。 利用 一 个 局 部 卡 ,我 们 可 假定 卫 J& Re=— EE Bl JS 
点 的 一 邻 域 玉 上 的 向 量 场 ， 以 0 为 双 曲 次 点 ,我 们 还 可 假定 
Wis. (0) 3& 防 中 包含 0 的 开 子 集 , W Wt (0) E E" rff 0 BF 
+f. W (0) JE 到 (0) 的 基本 域 ， 络 (0) 是 包含 在 到 中 的 一 球 
面 , Uu E* 上 的 向 量 场 X 匀 断 相交 ， W BUCEU 是 包含 0 的 加 
d, FRAIE B° 足够 小 , 则 柱 面 #°(0) x B° 与 向 量 场 匀 断 相 交 。 
在 $° (0) Xx 我 们 有 

mw. G0) x B Wi (Q0) 


Ww(0) W) 


Hw 


它 是 到 第 一 个 因子 的 身影， 过 eeEGys(0) B st ib alte) 是 与 
Yoe(0) 匀 断 相交 的 图 盘 ， 由 入 引 理 的 推论 2, 
UnoX(9*x BS) 2U — E*, 
此 处 如 是 9 的 一 邻 域 , 车 e CU TES RE X m =p. 若 wE 
U — E*, fede (2-0 4848 X (m) E 儿 *xB*， 此 时 我 们 定义 
m (o) = X X _ (m) 
B z, £ Ú — E* pA Or 的 .而 中 在 瑟 的 点 的 连续 性 则 由 和 
引 理 可 得 . p» 
利用 上 面 构造 的 纤维 , 我 们 可 证 明 双 曲 奇 点 的 局 部 稳定 性 . 事 
实 上 , RocMJjAXxcA'QDB- Xu ENIEXMM— 
QS Y € N fi— N pv SENE p EUR TRAE 定义 
13 


Je, Wik (p) — Wise (pr), 
h, Wi (p) — Wix (pr), 
3t X HY 的 流 , 首先 在 基本 域 上 定义 它们 ,然后 利用 X 与 了 
的 流 , 像 在 命题 2.14 那样 扩充 它们 到 Wt (5 Wie (2). 像 在 
引 理 7.8 中 那样 考虑 纤维 化 
mU, Wi, 
m Up Wu, 
mi. Vy > Whoe (Pr), 
mh Va Wis). 
dg CU, 定义 h(g) =Z, 此 处 9 满足 
ad (d) - M (ng), 
及 aid) lg. 
显然 是 同 胚 且 使 子 与 了 的 流 共 辑 ， 我 们 指出 ， 上 面 考虑 的 纤 
维 化 定义 连续 能 标 系 ， 在 其 中 流 表 为 乘积 ， 从 而 同 胚 疡 是 如 与 丰 
的 乘积 . 
利用 》% 引 理 对 微分 同 胚 的 Grobman-Hartman 定理 作 的 一 
个 证 明 可 参看 个 站， 纤维 的 构造 是 类 似 的 , 但 更 为 复杂 
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1. 证 阴线 性 向 量 场 是 双 曲 的 当 且 仅 当 每 一 轨道 的 几 极 限 或 者 是 原点 或 
者 是 空 的 。 

3. 证 明 在 R+ 上 存在 一 线性 向 量 场 工 它 有 一 轨道 Y, 其 极限 包含 
但 > HERR o 也 不 是 闭 轨道 . 

3， 我 们 称 线性 同 构 4: R°— R" 柑 入 一 流 ， 若 存在 一 向 量 场 也 产生 的 
W X, W A= X.. 用 其 典型 形式 表征 嵌入 流 的 双 此 线性 同 构 。 

4. Ef; M — R JL Or 类 的 , 3, Ed X—gnedfo WE peMOEX 
的 一 双 曲 奇 点 当 且 仅 当 df (p) -0 H (的 是 一 非 退 化 的 双 线 性 形式 - 

5. Ji X=grad f, 此 处 天 M ^ R j Ort 3809. VERE pe M É X IS 
一 奇 点 , 则 aX, 的 特征 值 是 实 的 . 

6， 给 出 一 个 向 量 场 工 E 8 (87?) 的 例子 ,使 卫 € vi X,- t G1. 3FHD 
互 -+ 有 非 双 向 的 不 动 点 。 

7. dE X—gradf, lib f; M R C1 3e rol, HEH Xe 91 当 且 
仅 当 X,-1i € Gi 

8. — Cr RR f, M — R, r2 05 Morse 函数 , 若 grad f € s, 亦 即 车 
grad 的 奇 点 都 是 双 曲 的 ， 证 胃 所 有 Morse 函数 的 集合 在 CH) 中 开 且 稠 . 

提示 : 设 9: R"— E J Q= 3589, 证 明 0 是 由 D(z, 4) m de(2)-- A REX. 
的 映射 0, Rex L(R^, R)» LR, RYBS— AERE, 

9. E X SY € R^ ES C 向 量 场 ， 假定 0 是 和 和 了 的 一 吸引 双 曲 
桨 点 .证 明 存在 原点 一 邻 域 的 一 同 胚 为 它 使 微分 同 胚 Xa 与 了 tt eie 但 
TRE X BEL SERI Y. 的 轨道 . 

130. 设 PE M JEBRAYIRIBE f By RURSUS. 设 fpn} 是 了 的 局 期 点 序 
列 , rE pap 且 拓 一 2 证 明 存 在 了 的 周期 点 的 序列 收敛 到 ?的 不 稳 
定 流 形 上 异 于 了 的 一 点 . 

了 ,证 明 若 了 e Diffr(M), r1, 是 结构 稳定 的 , 则 了 的 所 有 不 动 点 都 是 
lbi. 

13. ipcM Rye Digr(M) 的 一 双 曲 周期 点 .证 明 绘 定 %6 iN, 存在 ? 
的 一 邻 城 使 得 了 在 了 一 芭 f 中 的 任 一 周期 点 具有 大 于 的 周期 , 

13. 设 0 是 向 量 场 民 与 ZE Y'(ROB— NUM. Up fk Ot 
TRUE f: R" — R", 将 工 的 轨道 变 为 了 的 轨道 则 工 一 DX《0) 的 特征 什 与 
工 ~ DZ(0) 的 特征 信 成 比例 。 

提示 : 在 上 述 假定 下 ， 存 在 一 匡 数 和 Ro REI DG) XG)- 
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MGYCAGY), VERDURE o0, Tegel Gy elim AC) BER DFO) Zaa 
XG)LDFQ) «v, 

44. Rf, R^ R" 8 O1 883y RIS, E/O) 70, 设 加 与 瑟 是 的 不 
变 子 空间 ,月 R"—F'DES ig f, B° — E EMO E eS Pe E” 8 
F^ ERSPRB. DE &7"(0) 的 特征 值 有 绝对 值 >1， 而 < 户 (0) 的 竺 征 值 有 绝 
对 值 <1， 设 D*C 了 i 是 包含 0 的 一 四 盘 , B D 8— E^ 3883220812, 
包含 一 点 gE E^ IRE n» eo B "Gq —> 0， 证 明 在 Re 中 存在 0 的 一 邻 城 
Y, 使 得 对 所 有 s>0, 存在 me 内 满足 下 面 的 性 质 : E non, 则 7P(D) 包 含 一 
sOt der V n Du 89A. 

19. f Ri» RAI CHEAP Uis 9), fis 的) 有 
Tl. 

CD 对 所 有 ye R, 户 (0, 9) =0; 

QD 对 所 有 ze R, fs(z, 0) 6; 

€ 20, 9-5 


的 3€ a) —fi(o, 0), R] (0) —1, a" (0) —0 Ha" (0) «0, 

证 朋 存 在 4>0 及 (0, 099—808 V. MELLE RES o2» 0 和 一 过 点 (0, 幼 E 
V Sh o—0 多 断 相 交 的 稚 线 ,存在 WE N REGERE n>, 则 了 "(DD) 包 含 一 加 
盘 s01 接 近 区 间 {C2, 0); oaa). 

16. 证 明 上 题 中 的 缴 分 同 胚 了 局 部 共 示 于 微分 局 且 

9, y)=(z—s, 3). 

17. RJ, Re 一 Ra 是 一 02 微 分 局 路, 了 (zy y) Gas g), fin 92, 
有 下 述 性 质 

G) 对 所 有 ge R, AQ, )=0; 

€) 对 所 有 ze R, fa, 0)=0; 

e o, 0>3 


(4 车 oz) =f:(e, 0), Rl a (0) —1, a" (0) 9-0. 
证 明 f 03k sa HU F) BE 
gG, y) = (g+, ay). 


第 三 章 Kupka-Smale 定理 


HM Fs HORSEHOE, 设 2" ODJE M EIU C" 疝 量 场 
药 空 间 ， 具 有 Or 模 , 其 中 "之 1， 在 第 二 章 中 , 我 们 已 证 明了 其 一 
切 奇 点 是 双 曲 的 所 有 向 晤 场所 组 成 的 集合 A MCA 
许 "( 玫 ) 中 开 与 秽 的 ， 这 是 通 有 性 质 的 一 个 例子 ; 通俗 地 说 , B S 
住 质 就 是 被 几乎 一 切 向 量 场 谨 满 足 的 性 质 ， 在 这 一 章 中 我 们 将 分 
折 在 党 "(型 ) 中 的 其 它 通 有 性 质 ， 此 处 讨论 的 结果 的 原始 证 明 可 
在 [4 和 4], [823 PLE C07] ri T 91, 

首先 ,我 们 引进 闭 轨 的 双 曲 性 的 概念 ， 与 奇 点 情 癌 相同 , 双 曲 
Fi y 在 初始 向 量 场 的 小 拓 动 下 仍 保持 下 求 , 此外, 33 — IL 
雪 道 结构 是 很 简单 的 , 而 且 , 小 扰动 于 是 稳定 的 ， 特 别 地 , 那些 以 
7 为 @ 极 限 (a 极限 ) 的 点 的 集合 是 微分 流 形 , 称 之 为 ?的 稳定 (不 
稳定 ) 流 形 。 在 本 书 中 将 要 并 明 网 意义 下 , 当 向 量 场 有 一 点 点 改变 
时 , 这 些 济 形 的 紧 致 部 分 亦 仅 有 一 点 点 政变 . 

AERE REP Ul dE A my 与 ca， 若 cx 的 稳定 流 形 与 os 
的 不 稳定 流 形 相 交 ， 于 是 oa 与 ca 将 由 从 ca 开始 到 ci 终止 的 几 
条 轨道 联系 起 来 ， 车 相交 是 入 断 的 , 那 末 向 量 场 的 小 扰动 将 有 用 
同样 方式 联系 起 来 的 双 曲 奇 点 。 以 后 我 们 将 要 看 到 , 类 似 的 概念 
和 性质 对 闭 轨 也 是 正确 的 

我 们 要 证 明 ， 所 有 这 些 性 质 对 于 多 "Ca) 的 一 个 剩余 子 集 中 
药 向 莉 场 成 立 ， 在 这 一 章 的 销 尾 我 们 还 将 对 DEP (M) 建立 类 似 
的 性 质 . 


8I，Poincarg 映射 


在 前 一 章 中 ， 我 们 曾 描述 了 双 曲 奇 点 邻 域 中 的 向 量 场 轨道 的 
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折 扑 性 质 , 现在 我 们 将 对 闭 轨 作 类 似 的 研究 ， 与 考点 情况 相同 ,为 
了 得 到 闭 轨 邻 域 中 的 轨道 结构 的 简单 描述 ， 我 们 需 妥 把 我 们 的 讨 
论 限 制 在 谷 量 场 空间 的 一 子 集 上 。 

Ey EHE X CA OD NUS, OENAR a € y 与 场子 
JB gae HEURE X. 

VER ao B VUE ESSERE o DEI XUI, UR z JR y MIS 
33. HIT BO X 的 流 的 连续 性 , Po 完 分 邻近 四 时, 过 2E 
习 的 轨道 亦 经 过 接近 USE EJES El 55 Xp. uE, VCE E 
ao 的 亮 分 小 邻 城 , 我 们 能 定义 映射 P. 亚 一 习 ， 它 把 每 一 点 “E 太 
对 应 到 卫 (w) ,其 中 (2) 是 过 的 轨道 绕 回 与 吾 相 交 的 第 一 个 交 
E XEÁHBUIDBCRORE T BUY ChGRUR 2) 80 Poincaré 英 射 ， 对 
这 个 映射 的 认识 使 我 们 能 给 出 7 邻 域 中 的 轨道 的 描述 ， 例如 , 车 
wEV 是 了 的 不 动 点 , 那 来 o 的 轨道 是 闭 的 , 且 它 的 周期 近似 等 于 
7 的 周期 ,只 到 名 邻近 于 ve， 同样 地 , 车 2 是 卫 的 周期 为 的 周 
Jis, HR P(G) €V, P*(2) EV，…，Pr(w) -a, SEjCHAM o I 
是 周期 的 , 目 它 的 加 期 近似 等 于 bas. 

AXI —BLc-0, J*(z) 有 定义 ,过 w 的 正 向 轨道 将 包含 在 的 
邻 域 中 , 且 洲 加 上 条 件 ; 当 E co 时 ,有 Pr(e) — zo, 那 求 过 = 的 
轨道 的 家 限 是 7， 我 们 还 可 应 用 卫 的 递 来 确定 以 为 a 极限 的 
Su, h P 的 逆 是 相伴 于 向 量 声 —X 的 Poincaré BUM. 

BUE Xm X 的 流 的 连续 性 ， 因 而 卫 是 马 中 加 的 一 邻 
域 到 对 内 的 同 旺 ， 应 用 管道 流 定理 得 到 的 流 的 可 微 性 ,以 后 我 们 
将 证 明 卫 实际 上 是 与 向 量 场 具有 同 祥 光滑 程度 的 局 部 微分 同 有 
于 是 我 们 将 可 能 应 用 P +E 和 的 导数 撕 述 在 y 的 邻 域 中 轨道 的 结 
构 ， 为 此 ,我 们 将 需要 某 些 杨 备 性 的 结果 . 

xp X CAD BVEBETEE T EUP, D KE F Re M 中 的 
开 集 , 面 了 是 到 方 体 

Tn XI 
=t(e, WD c Rx n7, |e|<1, Ilt, m1, rn, m—1) 
上 的 Cr Ay DIS, 它 把 X 在 了 中 的 轨道 变 为 直线 工 x {y} IX 
ud- 


Im. o£ f,X BORD f ft X de T” 中 所 诱导 的 向 量 场 , 即 
fX (z, 9) Df ro! XCf ? (0, y). 
BE fX CTUM 3 
(s, y) G, 0). 


开 集 三 称 为 关于 向 量 声 
<> X WR. 在 前 一 章 中 我 们 已 
经 着 到 ,车 9E 隐 是 下 的 正则 

点 , 那 来 存在 包含 多 的 流 攻 。 


LES 1 .1 命 三 (长 答 流 )， 8 yC M 
是 防 的 非 闭 辆 遵 的 紧 弧 , 那 末 存在 X 的 管道 流 ( 了 ,了 用 ,使 得 了 二 


证 明 . He. [—8, ata] — M 是 王 的 积分 曲线 ,使 得 
«([0, a])=y, Hber, da) -«Q). (X BIKE y= 
a([—5, 4 十 8]), 因为 了 上 的 点 是 正 旭 的 , 所 以 由 管道 流 定 理 , 存 
xk HB UE HUM Ey. VEO 是 这 覆盖 的 Lebesgue 数 , 我 们 用 直径 小 
于 3/2 的 流 区 组 成 的 有 限 履 盖 IF. os, Fw}, 按照 这 个 构造 ,党 
FF, 3oR FU P 被 包含 在 X 的 某 个 流 区 中 ; 利用 这 个 性 
质 我 们 重新 安排 F, 必要 时 可 在 大 小 上 缩小 它们 , 使 得 每 一 P. 
与 Fis 和 Firs 相交、 

d —s=h<t < n mas, BR p=a() CAD, 我 们 
E . 

Ip3—((0, y) CZ x In, |y| <d, j=1,---, m—13. 
设 (Po fO 3 yy EXSDREEUNI EO, 显然 Xs — fU UD H8 
X 5JCRDE RO ELE, 这 是 因为 fa ER RBS, HE € Xa. d$ 
dia. 


X-XQQOO, W| 是 包含 2 E 4 X dg, 如 果 
3352s HI XL P. 
对 于 每 一 9E3， 我 们 取 #E [0, a--2«]0tf8 o= Xi(pO. 3, 
88 2 一下; (S31)， 利用 管道 流 定理 , 3: p=, 就 有 
yx,nx = g. 
HILF LI, ey BASS 


Wa 


在 这 邻 域 中 我 们 有 Or 纤维 化 , 其 中 在 点 上 的 纤维 是 X, 即 
BE m. F> 78 ep P 
对 应 到 点 多 BEEN, m [rccte : 
是 Cr 映射, 我 们 还 有 另 一 个 Ww wd * 
定义 在 卫 上 的 Or 投影 mx 
FX, EIB: F XP E 4 
应 到 过 z 的 轨道 与 X. 的 交点 ， EUR, Wc, K p€ 
X,(p), HER ari 0) = X, (20). IBERIA RIS ga 9 L1, 1] 
UEgsXoo 1". TGRRBHMEXJFOIxI"V 其 中 了 四 一 
(gm (2), gzma(2)). 显然 GZ, PE Ri y 的 管道 流 ， 

E. ET48216982yFUE, X6 X 在 万 中 的 轨道 映 到 常 向 量 
350 的 轨道 ， 其 中 O, rx IR, Om d)- (1, 0. —Rük 
来 , /不 保持 参数 BI fX 不 等 于 向 量 场 0, 然而 我 们 能 找到 
的 邻 域 了 FC 也 以 及 微分 同 胚 关 全 ->( 一 5, b) x I"7, X8 b>0, 
使 得 天 了 是 常 向量 场 ， 事 实 上 , 取 2pEY 以 及 5>0 使 得 

7S Hi AGE. 
Ë Z, REM pj X ADIRE MUEUR 选取 X, 充分 小 使 
fe L0 


fecus 


Bé F h. E:scFRX (CE KA 

FCO) = G, àXG), 
EXHRASOYXOI"O 是 微分 同 肚 ， 易 证 了 是 0" WE E PX p 
常 向 量 场 . 
1.2 688. KyJXWEGXCÁ'UDWHE EEupcy 5X 
匀 断 相交 的 截 痕 , 车 Ps: UC o X Je Poincaré BUS, OR P; 是 
J p E h 884538 V ny E, 的 一 开 集 上 的 Cr RI, 


证 明 。 设 (Pu 2) 是 包含 p 的 管道 流 以 及 (Ps, 79) 是 使 7C 
iuU Fs 的 长 管 流 ,如 图 5 BUR. 

设 记 和 Zs 是 Fs 的 与 于 匀 断 相交 的 边界 分 支 ， 即 2 = 
fi -1 x 1779 L R Y | =a CU x Tn), dd ma VC XE Zi 
Ua Ev >: D) Eom Xo E y| X 的 轨道 的 投影 , 这 里 
六 是 全 中 的 9p 的 小 邻 域 ,Ps 一 waowaor1， 由 管道 流 定理 , 易 见 ma, 
aH es E OU AAT, 是 了 s 是 履 的 , 因 卫 有 CF 的 道 ,是 对 应 
于 向 量 扬 — X 的 Poincaré 映射 ， 由 此 可 得 Ps EA VS] 2; rh 
开 集 上 的 Cr 微分 同 胚 ,证 毕 ， 

设 fi Za FE 513 y EIS p: ñil pa ELE X A] ORG 
PIX OW DLL 

dt, Yi Ya 是 一 喘 射 ， 把 每 一 点 YE Xs 映 到 过 g 的 轨道 与 


(da 


了 的 第 一 个 交点 。 由 管道 流 定理 ， 太 是 Cr HOME, # P; 和 
Ps 分 别 是 关于 截 痕 Xh 利 Xs 的 Poincaré 映射 ， 则 我 们 有 Ps 
hePyoh7 于 AE DP) 一 DRh(DD oDPs (PD Dh” (pa), BI. 
了 Pa(pa) 5 DPs ( p) 2 n 
的 特征 值 相 同 ， 这 就 证 D.) 
阴 了 下 面 的 定义 仅 依赖 
+T 33814 4K 38 3R 
3 Xe 

XX, W p€, 此 
处 7 是 于 的 闭 轨 . Ë Z 
I Pe ri 
SEMpEUR. Suy 
X 的 双 上 曲 闭 轨 , 3 p JE me 
Poincaré BAM P, VcX- X BOURSE AR 

注 。 因 为 向 量 场 的 流连 绪 依赖 于 向 量 场 , 所 以 Poincar6 映射 
也 连续 依赖 于 向 量 场 ， 更 准确 地 说 ， 设 Px: VC X> 2 K X BW 
Poincar6 BR], Z E: X dg 27 (M) 中 的 邻 域 ， 使 得 对 一 切 了 E 
Y, X 425 Y SOHEBY 过 的 每 点 的 轨道 仍 回 来 与 号 相 
交 ， 则 使 每 个 了 EY SIE n Poincaré 映射 Pr 的 映射 光一 
o, 习 是 过 续 的 . 

HURT, yE X YR Bj B] h, Hü KOR fE S3 
末 r(M) 中 的 邻 域 多， 使 得 每 一 卫 E 45 yE P y OO HI S 
Yr， 这 是 因为 ,对 于 微分 同 胚 的 双 曲 不 动 点 类 似 的 性 质 是 成 立 的 ， 
这 一 点 在 上 一 章 已 被 证 明 . 

目前 ， 我 们 将 要 证 明 ， 车 7 是 向 量 场 对 E 多 "(MM) 的 双 曲 闭 
"hs 那 来 工 在 7 上 是 局 部 稳定 的 ， 即 对 于 每 一 属于 X BY. 
的 向 量 场 了 ,存在 同 胚 义 了 >V', XXIV Jey 04858, AU X 05 
SuENS Y 的 轨道 、 我 们 已 经 指出 ， 我 们 不 能 要 求 同 受 使 流 
X, 5 Y, 共 饭 ， 因 为 这 样 将 推出 闭 轨 yv CV 有 与 ?相同 的 周期 ， 
但 显然 存在 任意 邻近 了 的 向 量 场 卫 使 闭 轨 vv 的 癌 期 与 7 的 不 

BUD 


a 


同 , 这 只 要 取 卫 = (0 72 X, (n 充分 大 ) 即 可 , 

设 习 是 过 点 2E? 与 向 量 场 工 匀 断 相交 的 截 痕 ， 我 们 说 袜 
Rok gun, UE Eze p ii pil Uc, 使 得 X.(U) c X, 其 中 
eJ UB. FI0831283E BIS U80880 E VALE E] 
X, 使 得 给 定 的 匀 断 相交 的 截 痕 是 不 变 的 。 虽然 这 一 结论 直观 上 
ETT IN Di E VE RUD 
1.31. R X € Y (AD H y & X MURUS o Bi EL, Ve 
XdpCy H5 X EOHANNUR, WUXDYEIEUNRA asy 
A 0D, ck Y^ Je X RU STRR Ho 

(a) n) m or Y , Jh pr: M — R 是 正 的 可 微 函 数 , Ze y B 
3248382 PECES 1. 

(Cb》 存 在 2 前 邻 域 ICZ S YL()CX Xb Y*- 40), 
即 对 一 切 子 Ey XAY'-u(Y ) ARR. 

WEBS Ë X—X 24405,3098 0o, 我 们 有 X, (p) = 
n6X, ËB O Ade XoR, 它 把 每 一 yE 吕 映 到 使 得 
X. (ES 的 最 小 正 时 间 ol9)， 我 们 指出 ,着 对 在 王 上 的 的 
一 邻 域 中 的 所 有 v, 有 o(y) to, 那 来 是 不 变 的 ， 

设 0CPc 台 是 %p 的 分 域 ,满足 了 CD, 利用 在 末 上 取 值 I 以 
LIGUE ILIO IT ICI Pau 映射 NC 
可 上 等 于 ,在 六 之 外 取 常 值 如 , 利用 相同 的 冲击 函数 ,我 们 对 x 
邻 域 中 的 每 一 向 量 场 了 定义 Or 函数 Br: Xo R, TUEU Ei 
数 ur 相合 ,在 可 之 外 等 于 如、 于 是 ar; XORGEG— ycX 


z T 
Pl , 
» = Ea 0) 0) 


116. 


到 使 了。 € Xx 的 最 小 正 时 间 ar ( 幼 的 函数 ,此 处 
Er=Y -nD). 

其 次 , 我 们 来 构造 我 们 所 要 求 的 重新 参数 化 ， 设 q. yx >x 
RR 是 满足 如 下 条 件 的 Cr 映射 ， 对 每 一 了 EY 以 及 每 一 y€ 
>, G5,0) =G (V, y, 让 是 1 的 27+8 次 多 项 式 ,其 系数 是 

Gy, (0) —0, Gr, (to) = Bv (9)s 


dO, /0 = ddy., 0 
TWO 1, 一 下 二 (一 


0 -028 -0, 


k=2, --., 十 工 。 
我 们 令 G@,,G) —iÜ rad epa art, 
Xo ac Br Au Au iui s. e 2, 
- gs ge " gne 


(r-3)5* (r8 c QreB)N 
A= H 1 H 


(r-8)1 e. QS uus 
(emus AUT img 8 


而 Au 是 4 中 元 素 aum 0 的 余子 式 。 
由 此 得 到 


Hrly, ) ~ Soe (0 

满足 下 列 条 件 ; 

(a) Hy(y, 0) = Hy(g, t) -1, 14 y CE 时 ; 

(b) Hy(y, 0 =1, 9 gU B: 

(c) D*H,(y, 0) - D'Hs(y, to) -0, N-Uy cx ux k= 
lc, r. 

条 件 (o) 容易 从 前 面 的 等 式 得 到 、 

+E H|Z x [0, 知 扩 张 成 一 Or BM: H, Xx RR, # Xx 
[0, 坷 之 外 有 Hi, 

PERLE 


对 于 小 的 07 55 U,. REG [0, (1-2 [0. By (9)] 是 微分 同 
胚 ， 这 是 因为 对 于 y eU, Gy, 是 恒 同 ; 由 or (Gy D =Ya (0) Pts 
义 的 映射 pz; X [0 fo > M 亦 是 Cr 微分 同 是 ,其 中 刀 一 Gr (9. 
Ë W 3 pe (S x [0, &1) CM, 82 S or, MR HF; E W 之 外 等 
TALQAEW E'ERAIFERANSALA 

955 (y, y r, Bra Q) = Hoty, D. 

由 上 面 构造 ，pr 是 Oti). RRB Y Tos, Rn 
言 对 任 yEZ， 有 了 G) € X. iX b, W y€U DR. 
[0, Br()] 王 下 是 了 过 9 的 积分 曲线 ， 于 是 站 () 一 了 (9) 以 及 
V(Br)) € X, 31 V^. [0, t1 M Jb d" mde yu, 定义 的 ， 
SEXE Q^ J: Y" 过 4 的 积分 曲线 , 我 们 有 

SP (o - 99 G, e) ra. Q) 


EE 9) Y (6,0) 


pr GU Q)) Y (pO) 
-Y'Qr. 
因而 YLG)-4'09-—0(8:() €X. 
借助 于 定义 n (Y) = 了 Y", 定理 得 证 . 口 


注 . XcZ*0D, p C M VEU E 5496 p 5X 勾 源 
8362098098, E X. (2) lp = X, (0), 由 引 理 的 证 月 知道 ， 
我 们 能 重新 参数 化 X MOIERT THIS 34 T ERST j h ER 
X X B3SJ8UR X^ 对 于 0<t<， 这 种 重新 参数 化 可 集中 在 点 
p= XiGp) SERT, 

1.4 58, X yJXI X c4 Dmusmu, MÜ X 在 ?上 
是 局 部 稳定 的 

证 明 、 设 w 是 > 的 周期 ， 马 是 过 点 2E7 B 3 X SRM 
AEG, JU p J Poincaré 映射 Px 的 双 曲 不 动 点 ， 因 了 邻近 于 六 
Bj, Poincaré 映射 Py 也 邻近 于 了 Px, 所 以 由 双 曲 不 动 点 的 局 部 稳 
定性 , 存在 互 的 邻 域 AE p Wik UC E, 具有 如 下 性 质 , 对 
EIS 


8 Yex, SGINJRSIAU S Xch pij iiM ER e, tE 
Py Pydt8E, B] hyoPu-— Pyohy, 我 们 来 扩充 如 到 ?的 邻 域 . 
W u; Y — 27 (00) 3| 31.8 中 得 到 的 映射 , 设 取 是 ?的 邻 城 ， 
它 使 得 车 yEV, 存在 0<t<w 有 区:(0) CU, Xr X'-n(X). 
于 是 我 们 定义 加 (GD = YthrXi(). PR, 车 六 充分 小 , hy 的 定 
义 有 意义 , 它 是 同 是 且 使 流 X? 与 Y; HORN, N X°, Y" 分别 与 互 ， 
Y 轨道 祖 同 , 故我 们 推 得 加 把 X Orga SUR Y 的 轨道. 口 
Toy JÉpmm XcXwd mm, REDE y ME 
与 不 稳定 流 形 如 下 
W*(g) = (v€ Mi o ly) =}, 
W*(y) -(g€ Mio(y) =). 
存在 7 的 邻 域 六 使 得 车 对 一 切 #>0， 了 :lq) €V, Nae 
W*(y). xknfHi- fj Poincaró 映射 的 类 似 性 质 得 到 ， 考 虚 集 合 
WiQ)-is€Vi 3i -U 120, X.) CV, 
W$Q)-iy€V,3—9 i«0, X.() cV), 
我 们 有 了 (7) 一 LX Wo) DWG e LI XW. 
口 
1.5 命题 ky EBE Xc 3 '(M)BOH HIS, XY Py 
小 邻 域 ， 那 末 W* (y) 与 WY(Y) E M BJ OP EE, WY G) 与 
W; Q) 匀 断 相交 且 Wy (7) DW (3) —7. 
证 明 . 设 习 是 过 2E? Hi X 勾 断 相交 的 截 痕 , 若 品 是 也 
中 多 的 小 邻 域 , 我 们 分 别 用 Wt (p) 5 W (p) 32 Poincaré 映射 
Pz 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 、 因 % 是 Pz 的 双 上 曲 不 动 点 ， 易 见 
Wi(p)5 W (p) O TE, E TE Z h H AR as B. 
Wy(p) nWe(p = (>, 
Bit, # o Xe y 的 周期 , 那 末 
n 1, 2 Wi (05 dà, 2 - (W (9) 


是 沿 着 7 筱 此 勾 世 相交 的 Or 的 子 流 形 ,车 了 是 ?的 小 邻 域 , 于 是 
Wy Q)5 Wy Qn 4531 


Dg 


res Xe C) 


teQ20) '€ (0,20) 
中 的 7 的 开 邻 域 .命题 得 证 . 口 
推论 、WV"(y) 与 W*(y) 是 加 的 0" 的 淄 入 子 流 形 . a 
我 们 把 下 面 的 陈述 留 给 读者 去 证 明 ， 说 7 是 向 量 场 
xca*'QOnmsuliisu. Vix mede X Nard v, xg 
Y €%, 存在 Yr BJ SAR WyCTW" (yy), 使 得 映射 了 一 本 y 是 连续 
的 , 即 对 给 定 的 e>0 PL Yo Y^, 存在 3>0, 使 得 车 上 Y 一 了 ol 过 
6, 那 末 Wr 是 eO SUE T Ws 


$2. 闭 轨 为 双 曲 的 向 量 场 的 通 有 性 


在 前 一 章 我 们 曾 证 明 由 其 奇 点 是 双 曲 欧 记 有 向 量 场所 组 成 的 
集合 # 47 (O0) Jede 27 QH) 中 开 且 翻 的 ， 在 这 一 节 中 我 们 将 
证 明 在 Sp REPOS XURIS I EC AU Sa C, 是 剩余 子 集 ， 为 
此 只 要 证 明 : 车 全 >0 是 任 一 整数 , 则 周期 <7' 的 闭 帮 是 双 曲 的 向 
量 场 集合 2) c9. PRIM, 由 于 ga 一 () 4700), 因而 S= 


是 剩余 集 . 
2.1 引 理 . RocM JE XcA* QD BIXUE S A, XEHEDE T»0, 存 
TEpRISEILUCM 5j X 18 48 3 A47 (M) 以 及 连续 映射 户 
4 —U (i$ 

G) SY cV, 则 p(7) 是 了 在 如 中 唯一 的 奇 点 , 且 它 是 双 
蝎 的 ; 

GD 向 量 场 了 EY 过 如 的 每 一 闭 轨 的 周期 都 大 于 了. 

证 明 ， 在 上 一 章 中 ,我 们 已 证 明了 多 ， 

根据 Grobman-Hartman 定理 , 存在 2 的 邻 域 了 $68) Y € 4r 
不 存在 整个 含 于 V 中 的 闭 轨 , 因为 X (p) =0, 所 以 我 们 能 捷 到 包 
合 在 中 的 邻 域 U, 使 得 车 gE0, 那 末 对 i<2T, X9) €V, 
如 必要 可 缩小 V, SERIE IST, EY) EV， 只 要 gED 以 及 
站 GE 多 .因为 了 没有 整个 含 于 下 中 的 闭 辆 ,所 以 引 理 得 证 ，” 口 
»120* 


A.551m. E70, Uc y etm X eo On Brot ISL BA: 
在 ?的 邻 域 ICM VLDE X 18 A3, AA 7 (D), 848, 

: G) 每 一 站 E 多 有 一 双 曲 闭 轨 ?zcD, 且 Y 过 如 的 每 一 不 
同 于 yv 的 闭 娄 的 周期 大 于 到 

G 闭 轨 ?yz 连续 依赖 于 了 了 . 

证 明 ， 过 Y 上 一 点 2p 作 么 断 裁 痕 X, k Px, 六 一 号 是 相伴 于 
X dp Poincaré 映射 ， 设 是 ? 的 周期 且 m 是 使 wz>22 的 正 整 
数 ， 对 于 充分 小 三 CZ，B4 在 玉 上 有 定义 ， 因 为 Poincaré 映射 
连续 依赖 于 向 量 场 , 所 以 存在 X 的 邻 域 @ 4838 Y cr, Py 在 
六 上 亦 有 定义 ， 因 为 是 Pz 的 双 昌 不 动 点 ， 所 以 对 于 适当 小 的 
4 5 V TETEXESKURAE p. dy — V, f fg— Y € 4 Wis] Py EV F 
的 唯一 的 不 动 点 PCF)， 上 且 这 个 不 动 点 是 双 曲 的 ， 若 7 是 了 过 
pO) ral, 那 末 yr 是 双 曲 闭 轨 ， 显然 Yr 连续 依赖 于 卫 、 由 关 
TAKE IERI Grobman-Hartman 定理 以 及 Poincaró Bobo XI 77 
Hr SERES 3E ROME, #F2E p BAR PV. DLE X 的 邻 域 %, 使 
AXLPUR Y € % VURBHR a6 V, Ph(g) CV, Jü k=1, in 
因此 对 于 适当 小 的 4, Y € 4 Mixte €V AHT ve It $ë — PRU 
有 大 于 全 的 周期 ， 因 为 9 不 可 能 是 Pr 的 周期 小 于 或 等 于 “的 周 
HAS SGEORU- 1] XP 就 行 了 ,这 里 8>0 足够 小 . 


推论 . 设 且 Es, HD 及 的 一 茹 奇 点 与 闭 罗 都 是 双 曲 的 .给 
定 于 >>0， 则 仅 存 在 有 限 条 周期 «UD NISL WX X 至 多 有 可 
数 条 闭 轨 . 

WW), Box X 有 无 穷 多 条 闭 轨 ,其 周期 <T, 设 y, 是 这 种 闭 
胃 的 序列 ， E. na Bf, Yers. Bp €y» 因为 于是 紧 致 的 ， 
所 以 我 们 能 很 定 (必要 时 改 用 它 的 子 序列 邵 可 ) p. lc SUP p. TE 
多 的 轨道 是 在 由 周期 «T 的 无 穷 多 条 闵 轨 所 组 成 的 集合 的 闭 包 
之 中 , 由 引 理 2.1, % 不 可 能 是 奇 点 , 而 由 引 理 2.2> 多 的 轨道 不 可 
能 是 闭 的， 于 是 名 的 罗 道 是 正则 的 , W p'— X (p) 以 及 9” 一 
XQ), KE Xe pil Sul UL pp" 的 流 区 ， 若 p. 是 充分 邻近 

am. 


Tol auie[-Lm, lc], Xx,G2 €F, Wn o. iioii 


BIB T, 这 显然 不 可 能 ， 口 
2.8312, E X CA" (M), UE EC M RURAS, deb X # K h 
没有 奇 点 , 且 于 过 区 的 点 的 闭 轨 的 周期 大 于 于 ， 那 末 存 在 子 的 
邻 域 YC4 "(MM), 使 得 每 一 了 EW 在 区 中 没有 奇 点 , 且 过 K 中 
ñ t Y fo PU RB T 

证 明 。 因 为 E 是 紧 的 , HE Kop X 40, Brbldpde X 的 邻 域 
MCA S), liri p iti Y € A # KBBEORREA S pG 
玉 , 因 为 过 p 的 五 的 轨道 要 么 正则 ,要 么 是 周期 大 于 了 的 闭 轨 ,所 
以 存在 s>>0. 以 及 p 的 邻 域 Us 使 得 对 gEDy, 及 一 切 1E [s,T +s], 
# X,(g) 和 Us。， 由 流 对 向 量 饭 的 连续 依赖 性 ， 存在 于 的 邻 域 
4, 使 得 对 一 切 了 YE 和 多， 同样 的 性 质 成 立 ， 特 别 地 ， 卫 E 包 
RLU, 上 的 点 前 每 一 闭 轨 的 周期 大 于 下， 设 U6, …， Dp, 是 紧 集 
KE 的 有 限 模 盖 以 及 设 入 一 ñ %,. HY CM K EB RB 
每 一 闭 轨 的 周 期 大 于 工 . n 

É X É M Lp O> 39, y 是 卫 的 闭 轨 , 呈 是 过 pEY 的 
Ajo, d ACATUD 3: X 83380 2: ik V CX E p MEAE 
域 ,使 得 对 一 切 了 E 2, Y 在 矿 上 的 Poinear6 映射 有 定义 ， 
9.451, dk EXRARIET, 存在 7 的 邻 域 口 C 玫 具有 如 下 性 质 ， 
对 给 定 s>0， 存 在 Or 航向 量 场 了 EV 满足 | 了 一 入 |v<a, 使 得 
Py E XCU 上 仅 有 有 限 个 不 动 点 ,都 是 初等 的 . 

EI, UECE, 了 ) 是 中 心 为 p 的 管 流 ,使 得 

f Gor x 17 =xnz, 

B f.X R[-b xr" 上 的 单位 向 量 场 O. urO RE Xd 
fü)cR Eit C 向 量 场 , 8430 S (0) x Inm (bx P3 
Ald, H O x (-b)bx I" 1 上 的 点 将 每 一 轨道 与 (0) x pre? 
HUE. 于是， 我 们 能 定义 映射 6: (75) 173 (0) x 197, 把 
(—b) x Te: 上 的 每 一 点 肌 到 它 的 轨道 与 (b) x 107 的 交点 。 根 
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据 管道 流 定理 , Lo ROBES, Wr 
4-[-5 -L5] xrex [1 b, 8] 
xri [-L8 15] man. 
我 们 断言 , 给 定 s>0 存 在 ai> 
0, 使 得 对 一 切 游 足 [cl<s; 的 
vCR", 我 们 能 选择 O7 向 量 场 
人 ,使 得 在 [一 5, 丰 XI"m-! 上 有 
ló—o|,<s, 在 4 上 有 6=0 
且 若 YE 到 则 TI5( 一 5, y) 
(5, yo). EX E, WR B; 
[-5, 8]—R* 是 OF iS, 使 得 车 
1 


se[-5, -is]u[is, s], 
8 9070, d ic(- 15 35), fré0 0 e rore, 
#t5]v]> 8, dro() m0 iiS I N Eo) i, 我 


A183, O (e, y) = G, po) (9). SR p 48 Ü 有 所 要 
求 的 性 质 ， 对 应 于 O 的 微分 方程 能 写作 
dz 


7. 
di 


S. pp (9) (av. 
这 个 方 各 具有 初始 条 件 (0) 一 一 5, y (0) = 名 E Tu rfi R 
2() 74—5, 9() ^y (f, oot (0) ds s. 


我 们 取 1/p= wDas. 
易 见 ,车 v] 充分 小 ,对 一 切 #E [0, 38, 我 们 有 
lyoics. 


因此 o(y(0) 71 Bl 
yO t (ph o oae) 

因而 , Ze(—5, yo) = (, yc), 这 就 证 明了 我 们 的 断言 ， 

设 了 是 用 上 的 向 量 场 , 它 在 f([ 一 5 b] x Im23) 2538 
X, Wig f ([—8, 61x 2772) ESEP (7,0, ANY E O“ NR. 
]Y—xj-e. 我 们 记 Xi (7 (0) x 1777 Bog 3 08 53 8 38 
JE, É VC Ep =f 1 (5, 0) 的 小 邻 域 使 得 在 其 上 Poincaré 喘 
射 Pz 与 Pr 都 有 定义 ，Py 在 局 部 卡 Fj Z 中 的 表示 是 

Pr(b, y) - Px(b, y) tv, 

REVcf3(b xIwu)HBy€Iu. 

根据 第 一 章 的 命题 3.3, 我 们 能 选择 o CR", |s|<a,, 使 得 
WU. yi (g, Py(u)) 是 与 R" 15 Re-1 中 的 对 角 线 勾 断 相交 的 ， 
经 过 这 样 的 选取 , Pr 在 六 中 的 不 动 点 都 是 初等 的 ， 引 理 得 证 . 

口 

9.65138, Vry EO" JBL X 的 闭 轨 . 给 定 s>0, 在 于 上 存在 
07 向 量 场 Y, 使 得 |Y — Xl, <s, 且 > 是 工 的 双 曲 闭 轨 . 

WEB, 设 (F， 力 是 以 yY 上 的 点 为 中 心 的 管道 流 使 得 天 对 是 
在 [一 六 b] xI"7 上 的 单位 向 量 场 ， 我 们 将 证 明 ， 对 给 定 的 s>0 
存在 81>0 使 得 对 任 0<3< sz 我 们 能 找到 O“ 向 量 场 G， 使 得 在 
[-5, .) x1"* E, |Ü—O], ca 在 4 上 , C=0; B# y€ Tre, 
则 Lg(—5, y) - (o, (14-8)9), 这 里 我 们 所 用 的 记号 与 在 引 理 2.4 
的 证 明 中 用 的 相同 . 

ex E, UE y. [一 六 b]—R* J& O“ 函数 , 使 得 当 


se[-, 3e] 
时 ,有 由 的 一 0, £ic(-15 15), 8 p0)>0. mo 5 
Re, geo o D pf, eG) —0, 5 y] 1, eG 一 1 以 及 当 
$«loi cd, o0)». stib GG, y) = G, ep) 99). 
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SOR p c8 O 满足 所 要 求 的 条 件 ， 这 点 直接 从 在 4 上 C-O 的 
定义 得 到 。 对 应 于 亿 的 微分 方程 能 写成 


dz 
AU 


3 - ps) (v. 
设 加 ETe-5 满足 lyo| < 于 ， 我 们 有 ?Goy - 1, Er s 883 


一 邻 域 中 ，p(y) =1， 上 面 方程 具有 初始 条 件 o(0) 一 一 5 y) 一 
的 解 能 写成 ， 

z(f) =t—b, 

yD ~ wf pe) 
由 y( 的 连续 性 ， 存 在 1>0， 使 得 对 一 切 sE [0，-- 吉 3+ 引 有 
p(y(9)) 4， 因此 在 [0， 一 村 5+1] 中 


9G) =m exi (of 062r), 
我 们 能 通过 求 微分 来 验证 它 ， 设 I 
n) mexp(oj 6-022). 
W p (0) —1, 37 
Opto log 2/ T (a — b)ds, 
n Ji Oen Q0) <2 以 及 
TOIT 
所 以 ， 对 一 切 sE [0, 25], o(y() -1. HUE, y() ngo R. 
I6( 一 5, y) — (5, pp(20)yo)， 易 见 ,我 们 能 选择 p 使 (25) =1-+ 
b, 此 处 0<8<sz， 于 是 I6( 一 b, yo) 一 《6，(1+5)go)， 面 且 当 取 
p 充分 小 时 , 显然 得 到 10 一 C1l-<s. 
设 了 是 M 上 的 向 量 场 ， 它 在 f 1([—b, 1x I0) AME 
X. gef (L5, 可 XI 上 等 于 ( 广 9.C， 显 然 卫 是 Or” 的， 
Lam. 


IY—Zl,<s, E» DIE Y WB. UTERE, 对 对 充分 小 的 5， 
7 是 了 MORI XLE, 2 2-7 GU Xm")， 在 局 部 卡 
J|Z t Poincazé 映射 的 表示 是 

Pr, y) m G9) Pz(b, 9), 28 d] co u. 


于 是 ， D(Py)a.o = (12-8) D(Px)a,o, 
对 于 适当 小 的 3>0, DCPr)e,o 的 特征 值 的 绝对 值 不 等 于 . 
口 

iE, 在 引 理 2.4 与 2.5 中 我 们 研究 前 是 0” Jg Jt 3⁄ X ER 
动 是 在 O' 拓扑 中 进行 的 。 车 于 是 0 的 ,这 些 引 型 的 证 明 不 能 象 
上 面 那 样 进行 . 这 是 因为 管道 流 C(P, f) 46 Cr Mni i (75.0 
仅 是 0" 的， 然而 读者 能 证 明 , 对 给 定 的 se>0, 存在 O7 向 量 场 ， 
sOr 邻近 甩 , 且 在 附近 有 财 轨 ， 在 这 一 章 末尾 , 我 们 将 回 到 这 
^R E, 
2.6 3:39, W a JH RET ( Bi pk 5 13932 XU BJ PEE 
向 量 场 所 组 成 的 集合 , UI a ct 7 QD) vp I ASI (ST ZR 
8808). 

证 明 ， 取 和 >0, 考虑 集合 

4T) -(X € %, X BUR RA N< B Bp ede XU RD. 

ulus, S'UP)dqe 4700 mJ HON, BUT Yu 等 于 
局 40, RERBA. 

第 I 部分， A47 (D)de 9 OLD P ARTES, 

WRXCAG), nim2.2 mie, X 仅 有 有 限 条 周期 <T 
的 闭 轨 , 3 p€ 3， 我 们 有 三 种 情况 需要 讨论 ， 

la) 2 是 三 的 奇 点 ; 

(5) 刀 (p) 是 正则 的 或 周期 > 了 的 闭 轨 ; 

(e) 4p) EJ JS «T 的 半 轨 (因而 它们 是 双 昌 的 ). 

在 情况 (a) 中 , 由 引 理 2.1, 存在 2 在 M rp BADIUS DLE X 
XE Z7 (M) 中 邻 域 . 人 9 使 得 每 一 向 量 场 了 EV 5 仅 有 一 个 奇 点 
pO€U, pl 了 ) 是 双 曲 的 ， 忆 了 的 每 一 个 与 U, 相交 约 闭 轨 的 
"186， 


局 期 T. 

在 情况 (b) 中 , 由 管道 流 定理 ,在 M 中 存在 ?的 邻 域 本 ,合租 
53 U, 相交 的 任 一 闭 轨 的 同期 T HX 在 0。 中 没有 桨 点 ， 由 引 
理 2,8, 存在 芝 在 名"( 玫 ) 中 的 邻 域 .Vs， 使 得 每 一 向 量 场 了 E 
1, 在 这 ,中 没有 奇 点 且 王 过 了 这。 上 的 闭 雪 的 周期 > 人 . 

在 情况 (ec) 中 , do] 38 2.2, 在 M 中 存在 2p) 的 邻 域 ,以 及 
在 任 "(M) 中 不 的 邻 域 .15, 使 得 尾 意 的 了 EN 在 Us 中 仅 有 一 
条 闭 轨 yy， 是 双 曲 的 ， 与 Ts 相交 的 了 的 一 切 其 它 闭 轨 的 周期 
>Z, 而 且 了 在 U, 中 没有 奇 点 . 

(Us p€ M) 是 M BEBE, 选 到 一 有 限 子 覆盖 Ti，.……， Du 
Wt, .Ya =, 是 对 应 于 在 情况 (a)，(b) 以 及 (0) 中 所 得 到 
Mp Z7 ODiMN X 的 邻 域 ， 令 V-unes nuu BIME- 
BE Y c 4/3 8/3 «T 的 闭 轨 邻 近 于 对 应 的 X 的 闭 加 ， 且 它 
们 仍 是 双 曲 的 ,了 有 与 X 同样 数目 的 奇 点 (也 还 是 双 昌 的) 这 就 证 
明了 定理 的 第 工 部 分 . 

32384. Z7 (7)46 27 OD wl 

具 要 证 明 多 (2 在 V.P. NOR X CÓ 

断言 1 存在 =<0, 使 得 X 的 每 一 闭 轨 的 周期 > 

假定 存在 由 相 异 闭 轨 组 成 的 序列 {ys}， 它 们 的 局 期 序列 (8) 
递减 地 趋向 于 0, 取 点 列 p, €, 若 有 必要 , 则 改 为 子 序列 ,我 们 能 
假定 名 收敛 于 某 点 2E M. K po X 的 奇 点 ,否则 将 存在 包含 
纪 的 流 区 ,并 且 与 它 相交 的 闭 轨 将 没有 任意 小 的 周期 , Ë X € P 
故 2 是 双 曲 奇 点 ， 由 引 理 2.1, 存在 2 在 MopRIABIAU, S X 
的 每 一 与 区 相交 的 闭 轨 的 周期 大 于 二 这 个 矛盾 证 明了 断言 1 

考虑 集合 

I-I(,9v/2) 

一 1PEM，C( 内 是 闭 的 , IBD t, B. z<t<8x/2y 

Wa. DRSUS. 

只 要 证 明 厂 是 闭 的 即 可 , E p, E: T' th 88029], pop, 如 上 
面 所 指出 的 , 2 不 可 能 是 六 的 奇 点 ， 著 jp 的 轨道 是 正则 的 或 具有 

am. 


周期 大 于 95/2 BEI, SERIA p B AI X Moret 
JU 5/2, 这 是 矛盾 的 ， 于 是 COD AURI z 与 85/2 之 
间 的 闭 雪 , 这 部 证 明了 断言 9 

mz s>0, 我 们 要 找 了 E27) 满足 | 了 ~ 了 |r<e, 以 便 结束 
此 证 明 , 首先 ,我 们 略 述 7 I8 M3, 8 T 32 ee Xo 0< 
< 去 我 们 先 用 满足 1 一 实 1,<s/2% 的 0" 向 量 场 证 通过 


于 ,然后 用 满足 LX —Y,||, <a /2n 的 0” 向量 场 YE 7 (S:/2) 3: 
Jk, mud 1 了 :一 al,<s/n 的 O7 向 量 场 了 aE8 av) 来 
HORY. SUE, 我 们 重复 了 s 逼近 了; 的 过 程 , 并 进行 4 一 1 次 


于 是 得 到 Or 向量 场 了 ,了 s，…, 了。， 使 得 了 EY (等 各 +) 以 


RE |Y, —Y|,< s/n. Kk, mile Y=Y, W Ye Q) B 
[Y 2 X|, <s. 

RY.cs(s/2)mu X. 

3Ep.o-e p JÉ X 09260. SISSE LUE n, os p PAR 
SU, … U, DER X ge A0 OD rg La, LESE UT 
Y €, Y 8 U=U,UUs--- UU, 3836891 Sut like TP, nd 
B,RUTREBXERE— Y C ^x MU PECES A. JORGERS, 我 
HT 0 Ay tB BERE NR, 

Wy qe Doi X PAR X.Ribpcy M HUE. 35 
E pNARY.CE,UEXINApELAC, HOT UY CU. 
PibdkV, 上 有 定义 以 及 过 上 点 的 了 了 的 正 向 轨道 与 x, 第 一 次 
相交 的 时 间 7792/4, RRTAR GB y 8 838 W, 使 得 过 W., 上 任 一 
点 的 了 的 正 向 孝道 与 马 至 少 相交 两 次 . 

对 应 于 工 中 所 有 闭 轨 7 的 那些 开 集 瑟 ? EET RAD, E 
Wi, Ws 是 有 限 子 覆盖 ， 肯 设 NV …, A, 是 空 对 应 的 邻 
域 , 令 

Wa Nl NN 

与 W -WiU OW. 


1 


Red K = M- UW). IH X # K hA bb 
KW X Mag US 3k T 8z/2， 由 引 理 2.3, dede X Mpeg 
域 .Yac-Aa 使 得 过 K EAE Y C.A 的 闭 轨 的 周期 大 于 
8r/3， 从 现在 起 我 们 仅 限于 讨论 .fs 中 的 向 量 场 ， 对 mL, b 
DURXES— Y CA, 358 Poincaré BEBE Py, Vi X, Bist 
2.4, 我 们 能 用 O“ 场 P 去 逼近 X, (49 Pas 在 W. YX: 中 仅 有 
初等 不 动 点 。 我 们 在 上 一 章 中 已 经 看 到 ， 每 一 充分 邻近 P 的 向 
量 场 具有 相同 的 性 质 。 于 是 我 们 能 用 向 量 场 Pa dou ur P. 使 得 
Pgs, 与 Pp 在 WiNn Er 和 Ws 中 仅 有 初等 不 动 点 ， 重 复 这 
个 论述 ,我 们 得 到 向 量 场 P, 任意 邻近 于 X, 对 于 它 Poincaré p 
B Ps £ W, X h,j—1, … k, 仅 有 初等 不 动 点 . Bona, …， 
I 是 对 应 于 这 些 Poincar6 映射 不 动 点 的 P. 的 闭 轨 。 P, 的 其 它 
闭 轨 的 周期 85/2, TI Eget bk Pg In Y e OP 
有 周期 <8r/3 的 初等 闭 办 ,邻近 于 pa, …。 pa, 

重复 应 用 引 理 2.5， 我 们 用 O7 jo Rio Ye P, Zi 的 周 
期 小 于 或 者 等 于 22/2 MURIS P 的 这 些 闭 轨 相 同 ， 且 它们 对 于 
Y, 是 双 昌 的 ， 因 而 我 们 有 Y: C+ (8:/2). 

因 4 (9:/2) 3t, 存在 了 :的 邻 域 .4 包含 在 7 (9v/2) b, 
邵 同 引 理 2.2， 考 不 了 ;的 周期 小 于 或 等 于 35/2 的 闭 轨 邻 域 
Uni UST U- Ü D, 

于 是 过 了 的 点 邻近 于 了; 的 场 的 每 一 闭 轨 或 是 双 曲 的 或 是 周期 大 
于 8/2, 

J Y.C (QD BE Y s 

di T'= T'(8z/2, 9m) 的 紧 性 以 及 引 理 2.4 与 引 理 2.5 与 前 面 
相同 , 我 们 得 到 工 的 邻 域 W, EB Y. 能 被 了 逼近 , 其 中 了 了 s 过 
本 上 点 的 闭 轨 要 么 是 双 曲 的 ， 要 么 周期 大 于 2r、 因 了 + 在 紧 集 
K—-M—(UUW)' fp Sus SEAT 2r， 由 此 我 们 能 选 了 是 
S Qo)it O7 场 ， 类 似 地 ,我 们 能 得 到 Ya, n Yu 这 就 完成 了 
科 密 性 的 证 明 ， 口 


BE 


$3. 不 变 流 形 的 匀 断 相交 性 


在 这 ~- 节 我 们 将 完成 Knapka-Smalo 定理 的 证 明 . 

我 们 称 向 量 场 也 GE 作 "(M) 是 区 upka-Bmale 向 量 场 , 若 它 满 
是 如 下 性 质 ， 

@) X f PESCE CAE IIS PR JESUS EU, RU X € Su, 

(b) dio, 与 os 是 X IECUR IGK, ZREUE W Qr 与 
W* (oy) JE Stt 08. 

我 们 用 Se jit K-8 记 所 及 upka-Smale 向 最 场 组 成 的 集 
^. 

3.1509, (Kupka-Smalo), K-S 是 在 4^" (M) 中 剩余 的 . 

我 们 已 经 证 明了 gu 是 在 2 "(QD BRA, PITE 
EBE E-8 Jk Vas 中 剩余 的 ， 我 们 将 把 这 个 事实 的 证 明 分 成 下 
调 一 些 引 理 ， 

为 了 简化 记 法 ， 我 们 约定 x e 2"(a) 的 奇 点 是 周期 为 侣 的 
临界 元 素 ， 于 是 车 外 >0 B x er@, Bi X 仅 有 有 限 个 周期 
< 的 临界 元 素 ， 且 它们 是 双 曲 前 ， 设 ZG (TU) FG 
EBE X Bs, 若 o n EC I JI <? Iñ Ik P 36 36, M| 
W*(o) 8 W* (oz) AE 518. 

9.2513. XET— 1 T0, AD) Re 4 (M) i As, 那 末 
区 -8 是 剩余 的 . 

证 明 、 因 区 -8 一 [12700, H&g— 2 (0) 是 剩余 的 ， 由 此 
K-8 5314208. 口 
2.83: RE ADAM Beire FJ FCE AERA, T 
UCE AUR, 3 BR e€ F, 有 邻 域 Fe 使得 Zn 
Jefe V, 中 剩余 的 . 

BOB. RV. o Vau, 是 万 的 可 数 的 要 盖 ， 使 得 对 一 切 
$ Un. 是 在 Vs hk, pn, SU, 其 中 Us 


EM 


hrs. k'y-U Y, D BW =t,U(P-P.), SORP t 
Wo 是 开 与 多 的 , BRU 包含 月 月 Fw TARU JRIAIS, X4 


性 证 毕 , 而 必要 性 是 显然 的 . 口 

推论 EXE T0 以 及 对 一 切 X € A (D), 存在 也 的 邻 
34, 848 AT C) Jte X hj kb, RUE K-8 是 剩余 的 . 

证 明 ， 这 可 由 引 理 3.2, 3.8 DLE A (D) de 277 (QM) rp ns 
性 得 到 . n 
E XCA(GD BB oi, c, 四 是 站 的 周期 < 的 临界 元 素 ， 
对 于 每 一 名 分 别 到 wx 在 五 "(oyg 53 W" (o9) 中 的 紧邻 域 厂 icg) 与 
Wi(c); 使 得 本 ;4c0 和 了 8(c0 35 3&3. W'(o)) 8 W*(oy) 
的 基本 域 , 设 XL 是 M 的 余 维 为 1 的 子 流 形 , 它 与 向 量 场 X 匀 断 
相交 且 亦 与 0; 的 局 部 稳定 流 形 匀 断 相交 , 它 与 后 者 相交 在 基本 域 
9787i(co 中 , 兄 图 9 


XPF X 的 充分 小 邻 域 .人 中 的 每 一 了 ,了 Rh - XU 
相交 的 ,了 的 周期 不 大 于 也 的 临界 元 素 是 双 曲 的 , Hdkxr X 的 对 
应 的 临界 元 素 , 于 是 ,车 o (V), oo, 0,00) Y. 的 周期 不 大 于 全 
的 临界 元 素 , 那 末 存在 od 了 ) 在 WXo4, 了 ) 中 的 紧邻 域 W8Cow Y), 

ua. 


tA TS Wie. 了 ) 的 交集 ， 根据 稳定 流 彩 定理 ， 有 映射 
Y Wie, 了 ) 是 连续 的 , 即 给 定 了 oE. 信 以 及 s>0, 存 在 3>0， 
arf [Y —Y.|,<8, Wik Wi(G,, 了) 是 eO" 邻近 于 Wiow Y 9. 
类 似 地 , 3Hg— Y €^ EL $71, s. RETE "Qo, Y) 
中 构造 mi( 了 ) 的 一 紧邻 域 Wi(c,, Y), 643899 Y E» Wow, Y) 
是 连续 的 . 
对 每 一 正 整 数 mw 我 们 定义 

Wo, 了 ) = 了 (Fi(oo Y)) 
以 及 Wie, Y) =Y,(Wi(e,, Y). 
BARN Y 1 Wi(o, Y) Y > Wi(oy 了 ) 是 连续 的 ， 因 为 了 。 
与 了 是 连续 依赖 守节 的 微分 同 胚 ,而且 Wilos Y) S Was Y) 
是 带 边 的 紧 子 流 形 ， 

Wo Y)= LIWi(o, Y) 
以 及 Ll 
VE FTU AC n PER Y. IA EPI E Wt Y) 
53 Wi(o; Y) 338383, 
8.4 引 理 . R X C2 (7), Biz. E X Br ERIS UR, Fx 
—W nc N, X.(T)dk A hər 58, mk (7) DW i C h3E 


£0 nn (MEO 
HET. 口 
3.5218, d X CE (D), Et .人 是 下 的 如 上 所 述 的 邻 城 , 则 对 
一 切 mEN, #,G9 E M noe 558. 

证 明 . Won, s oL J 互 的 周期 小 于 或 等 于 了 的 临界 元 这 ， 
我 们 用 Eu UD ORE (o, Y) 与 到 :os Y) 是 义 断 相交 的 
Br Y € .人 的 集合 ,于 是 只 要 证 明 ,每 一 Z... (Te A h3F 
EL L MN 

Big. X.QTNIE 
.1323- 


k te... B W(, Sg Wit, 3h 
的 , BI Y >Wt1(z,, Y)58 Y -»We(o,, 卫 ) 是 连续 的 , 因而 存 
在 定 在 v 信 中 的 邻 域 .At 使 得 对 于 一 切 了 En Wins Y) 
Wi(o, 了 ) 名 断 相 交 ， 因 此 AM uc us), 这 证 明了 这 个 集合 
是 开 的 ， 

第 2 部分， 多 ,is(T) 的 稠密 性 

E X 82 (07) .4 我 们 将 证 明 , 存在 X A piana *, 
使 得 Z, 0D) n. 人 在 . 信 中 开 与 稠 .特别 地 , XE 88 LL rh 
元 素 任意 地 通过 

考虑 紧 集 玉 一 WV (os, X) WE(oy, 3), e€ E, itat 
的 管道 流 (Fo fz.) 以 及 正 实数 pe, 使 得 F0.) 2 L— bu, bl x 
IUS BERG (P2). X 与 在 [一 be, bo] XI" 上 的 单位 向 量 扬 
重合 ， 设 4soCF。 是 2 的 开 邻 域 且 使 As 的 闭 包 含 于 (fz) tx 
(L5, 5] XI) 的 内 部 。 必 要 时 可 缩小 配 ， 于 是 我 们 总 能 候 
定 Wi(oy, X) 由 Fo DR Wi (o, X) nF, 各 自 仅 有 一 个 连通 分 
X, É 4 …，4: 是 由 这 种 开 集 组 成 的 玉 的 有 限 覆 盖 ， 记 
(P, fz.) PRESB, MLCZ2) ` ([—b, bd X152 包含 
如 XSEUN Y > Jiao 了) 所 以 了 Wien, 了 ) 是 连续 的 , 存 
# X Hate AV hiq 7 使 一 切 卫 E. 信 有 

Wie, Y) nW1(a, Y)c LJ A, 
PENE A. 我 们 总 能 假定 ,对 每 一 了 E. 信 以及 有 2 …, 名 
存在 关于 了 BRE (Usa, fra), JXoR Fraás fra(Fy,) o 
[—5, bx] x 277 BAt Cf) 2 (I7 5, By] X Z5 的 内 部 包含 A, 
的 于 包 ， 因 为 流连 续 依赖 于 向 量 场 , 所 以 这 是 可 能 的 . 现 设 Z, E 
使 得 在 À, 的 所 有 点 ,Ts(ou Y) 38 Wi (os, 了 ) 勾 断 相 交 的 那些 向 
Kurc4Amaea sh 2 是 . 信 的 开 子 集 , 因 
Z. n 2 n Z, 

因此 为 达到 我 们 的 目的 ,只 要 证 2 zz pr, 


我 们 来 证 人 2.27 Pn. orm e, 我 们 用 
BL) 表示 fra(Wz(oy Y) Era) 58 (9) XI"! 的 交集 ， 用 
U.Q) 388 fra(Wi(o, Y) Py) 5 (bo) XI"-! 的 交集 . 易 见 ， 
358, (V) 5 U Qd (y) X Z03 p 5JBR4828 B9, SIR Won, n 
是 在 如 中 与 Wz(o,, 了 ) 勾 断 相 交 欧 , 见 图 10, 


J io 


与 引 理 的 2.4 的 证 明 类 似 ,给 定 >0 以 及 ER"-!, 具有 jol 
充分 小 ,我 们 找 M 上 的 Or 向 量 场 P, jon [Y — P ] ce, M08. 

@) fsk(- b, bl x Tm 29, P =Y; 

(b 对 一 切 yET841，L¥( 一 b, y)- (b, yk»). E R bob, 
而 Te JE —by x Tn 到 {8} x Tm 3 BUBOR, THEAI C- 5,9) 
B3] (fy), P 3 CL 0, y) MPEG ES (0) XI"! 的 交点 ， 另 一 方 
面 ,由 第 一 章 命题 3.3, 我 们 能 选 。 适当 小 , ESOS UO) 
+? 勾 断 相交 ， 于 是 F8) E Wiss, Y) 553 B IN 
fs (by x T| Bae, E FG. (Y) +) JE Wi (os, 9) 3 
RAO XI837) 的 交集 ， 于 是 我 们 挫 得 ， 这 两 个 子 流 形 是 在 
Fb, bx] xD 中 勾 断 相交 的 , 因而 W1(o,, 9) Wi(os, P) 
在 上 勾 断 相交 ， 这 就 证 明了 ?ED 

GP, A ipii e O7 向 量 场 能 用 S, 中 的 向 量 场 来 天 近 ， 由 

.分 中 的 任 一 向 量 场 可 用 O" 场 去 通 近 , 因此 多 ,在 .分 中 稠 ,这 

dics Tun. D 

定理 3.1 是 引 理 3.2,.8.8, 38.4 与 3.5 的 直接 推论 . nu 

it. Hd K-8 在 AC (OM) 中 不 是 开 集 , 是 一 要 的 .事实 上 , 考 

a. 


ARI T" AES X. 因为 X, OB GG xR, BEEN MER 
XcK-S, Wii X SUI RS Y eam, Mop Y, Earmik. Y 
T VIGET REUS, 4E Y d KS. 

SUGCR 13433: P EY IRURE Kupka-Smale 定理 ， 其 证 
明 每 向 量 场 的 情形 类 似 , 将 它 作为 练习 留 给 读者 , 然而 我 们 将 介绍 
两 种 不 同 的 证 明 的 思路 . 

ARIS f C Diff" (M) sis Kupke-Smalo 44) hs, 25 

(a) 了 的 周期 点 是 双 曲 的 , 且 

(D) dip 与 9 是 了 的 周期 点 , 则 Wa (9) 5 W* (gj) Jn 
的 . 

我 们 份 用 区 -8 表示 Kupka-gmale 微分 同 胚 的 集合 . 
8.6358, K-8 是 在 Diff M) b fl eft, 

证 明 大 意 ，() 车 EDiffr (以 及 EN, Rihuj* M 
M x M Jii f*(p) - (o, PC) SEXIBUN, 车 p 是 了 的 周期 为 
k ËB R, Ik (p) = (p, 从 属于 对 角 线 AC M XM, XERUR 
pJ3EVIA IU ELDOS PP Je p A A^) ERES, VREN B 
9" Fg ls f C Di (30) 的 集合 , 其 中 了 对 =1…, ndi JP 
与 4 勾 断 相交 ,于 是 多 * 是 开 与 秽 的 . 

(2) 设 fE" 且 没 p 是 了 的 周期 小 于 或 等 于 % 的 周期 点 . 
显然 可 用 g€ 多 "来 过 近 了 ,使 得 在 p 的 邻 域 之 外 , g—f 而 2 是 9 
的 双 曲 周期 点 ， 于 是 , 由 周期 为 5=1 …, % 的 局 期 点 都 是 双 曲 的 
jun Ray "c2" Et nt. 

(8) X 多 "是 在 V" 中 那些 周期 从 1 到 % 的 周期 点 的 稳定 流 
形 与 不 稳定 尖 形 两 两 匀 汤 相交 的 那些 微分 同 吗 的 集合 ，" 是 剩 
余 的 , 8 K -8— [ #", iit, K-8 31408. 口 

关于 微分 同 胚 的 Kupka-Smole 定理 的 另 一 证 明 能 从 关于 疝 
量 场 的 相应 的 完 理 得 到 ， 为 此 ,我们 将 需要 一 个 构造 , 使 我 们 能 够 
deDÉ M 上 的 微分 同 胚 与 维 数 高 一 维 的 廊 形 Ñ 上 的 向 量 场 联系 
起 米 ， 这 个 构造 被 称 为 微分 同 胚 的 扭 扩 ， 


EL 


EXceUD, BERECHOQRAHOS INGCHHNDE, Rn 
WEG X WETU, 0) X Je Š 多 断 相 交 , B X 的 
3S. Et IET PUES PUE S Sos 

X EG x CAD WEEK SDM NON, NOE X 的 流 导 出 
—RAMRIE 7, $5 S, ne n p cS np iet ul s nn 
第 一 次 相交 的 交点 TC). 微 分 同 肝 子 称 为 相伴 于 宇 的 Poincar6 
映射 

AA, d x eg (Ar) fit—kik^i RUR Š, Hokh X 的 
We Xs 3 相合 , 即 

11x Go it, 


特别 地 ， CLEA 

最 后 , 我 们 指出 ， 互 的 轨道 结构 由 Poincaré BUR P HE, 反 
之 亦 然 ， 事 实 上 , 如 下 事实 是 显然 的 ; 

(1) YE 筷 是 了 的 周期 点 当 且 仅 当 VIGOR. 

(8) SE 了 是 了 的 双 曲 周期 点 当 且 仅 当 Cr Cp) OUR. 

Gi) 著 久 与 加 是 下 的 双 曲 周期 点 , 那 末 WC) 58 W* Cg) 
是 勾 断 相交 的 当 且 仅 当 W*(ex(pO)35 W* (£e (93) 是 勾 断 相交 
的 ; 

Gv) (€ o(g) 4 BR34 6x(@) Co(6x(9)). 

下 面 的 命题 说 明 每 一 微分 同 胚 是 某 个 向 量 场 相 伴 于 整体 匀 断 
SURE Poincaró ph B. 
3. 命题 ， 设 JE Diftr(M) ,其 中 M JRIUE, 那 末 窑 在 流 形 H, 
具有 一 整体 勾 断 截 痕 X: d 8 Xes 0b B EO WW 
Eh M — X, LE f 5 Poincoró pit f. S» S 3638. 

WR. dE MXR LAUBAUEAHEAER 

(p, s) — (q, t) @s—t=n€Z Ha-f"(9. 

dM Jem MxR/—, UX a. MxR- Ë E HAB. E 
ScM mien F Mx (0 B 8, 3 f$ — GR, z E Mx 
(ho, 加 十 1) 上 的 限制 是 M x (to, D) 5j M e (M x (toy) Z 489 
ET 


一 一 对 应 ,而 县 (2 D-sQ), 0. TE EXITUS VE 
的 拓扑 , 即 A M 是 开 的 当 且 仅 当 一 :+(4) 是 开 的 . 

我 们 证 明 38 有 自然 的 微分 流 形 的 构造 ， 且 z 是 Cr 局 部 微分 
WEE. E z: U,— USCR", 4=1, s, 8 是 由 上 的 局 部 卡 ,使 得 


Quar. 
" == re (-3. 3) 
和 "== (s< (d, 3) 


# H 中 开 ， 我 们 定义 
2 P Ux (-i. i 


以 及 [^ P,» Dox (T, 2) 
分 别 为 A, D) = (UD, D 
以 及 Smp, 0) = (Cp), D. 


Biz hy RE Sin (G, Ü), Qu Po, é—1, 时 
AM pO m. 事实 上 ， 
m (u, D = (neg (0), D, 
34r (u, D = (ze! Q2, D 
以 及 Zr (u, D — (fer (a), 11) 
是 Cr MAGVIBS, XCHEUEIT Bri 
事实 上 ， 我 们 可 以 认为 H 是 O“ 流 形 。 因 为 由 第 一 举 定 理 
0.19, 在 M 上 存在 O" WOES, bul Z, 53 V Or C FUR, 


BY Sens xi) UPx(—5, 3). on M 00 
dens (ectxid Ux (1, 5) pgmsmatmttr ae O" m 
RURALES, ROS 是 MXR EBAMERRUS, JERLIDERCÉR 


(gixR, pc M, 设 
XG, 0) mdu(s, 0 (oo, 0). 


易 见 XG, D) S XGU(D, £1). 

Tk X E M LOREMS 5 X 5 SB 3 B 3 k p= 
v(p, OB X BG z (p) XR)， 于 是 X LK P= =(p, CZ 
的 正 的 轨道 绕 回 后 第 一 次 再 与 气相 交 于 点 

2 d79(5, D - QD, 0). 

HU, RHET 3 8 Poincaró 8 7 S E h FGe(p, 0) — 
m (p), 0) 定 义 的 ， 由 Cp) mm p, 0) 定义 的 映射 如 M — S E 
O BFF, B Pohomhef, XGRSERCT METER. 口 

PS depu 3.7, 0" VARIES EL I Cr-: 向量 场 ， 上 而 的 
构造 在 [90] 中 被 修改 ,为 给 出 Or 向 量 场 作为 Cr 微分 同 目 的 氢 扩 ， 
但 我 们 将 不 利用 这 个 事实 . 

用 担 扩 的 方法 证 明 Kupka-Smale ft 4- [E] EE BEBIRE (6. OR 
J.€DUP QD, 6, BITS OT SE POR GE f, 为 了 用 
Kupks-Smalo ZHRIISXEE f, 5 HRAE RIT AUR" f Tü @ 3| g 
+O" EB X, EL M-A E, BE f 5 xW 
Poincaré get f. S. S dtt, Guil O7 Kupka-Smale 疝 量 场 
Y dO 拓扑 下 逼近 站 inj. $5 X 35 Y BW Poincaré 映射 ,由 
于 8 是 Or 邻近 于 了 的 Kupka-Smale fkZ HIE, di g=h”tegoh Jë 
Or 邻近 十 了 的 Kupka-Smale 微分 同 胜 ， ü 


练 3 


1. & X, JH ES Xe 8 7 了) 生成 的 流 ， 设 ?是 六 的 周期 为 和 的 
双 曲 闭 轨 , ABT IE y= X, 以 及 点 PE v. 

(8) 证 明 T,M 是 两 个 子 空 间 瑟 与 Hoy ECRL, H, Ho 关于 df, ORAE 
的 , 使 得 Ho 是 一 维 的 且 包 含 向 量 X (p). 

《b》 证 明 敬 全 CL 是 一 子 流 形 , 它 在 2 的 切 空间 县 H, ar UC8— S 
是 相伴 于 Y 的 Poinear6 映射 , 那 末 dm (p) df (9) | E, 

2. uU 3$ X H8? 上 的 Kunpka-Smale 向 景 场 ， 那 末 它 的 任何 轨道 的 
-极限 是 临界 元 案 . 

3. 证 明 Eupka-Smale 向 其 场 的 集合 是 在 名 "8") 中 开 的 。 

4. 证 明 Kupka-Smale 向 景 场 的 集合 是 在 2 (9?) rt, 
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5. 设 7 与 字 分 别 是 向 量 场 X 5 X MIEL 证 明 若 存 在 从 7 的 邻 城 到 
光 的 邻 域 的 同 胚 x。 它 把 X 的 轨道 变 到 2 的 轨道 , 且 保 持 轨道 定向 , 那 末 相 
伴 于 这 些 闭 轨 的 Poincaró 映射 是 共 示 的 , 2 h R90 FUE, HIUK Poinearó it 
射 昨 借助 微分 同 旺 共 轿 的 . 

6. 证 明 任何 二 维 紧 流 形 上 的 Kupka-Smale 向 曼 场 公有 有 限 条 闭 轨 . 

提示 : 任何 二 维 紧 流 形 , 对 于 某 个 n, 洪 它 是 定向 的 , 它 就 微分 间 胚 于 带 
有 *# 个 手柄 的 球面 车 它 是 不 可 定向 的 , 它 就 微分 同 胚 子 射 影 平 面 或 具有 和 
个 手柄 的 Klein WK, Di Klein 凑 是 微分 同 胚 于 具有 一 个 交叉 帽 的 射影 平面 . 

T. 证 明 二 维 紧 流 形 上 的 结构 稳定 向 晤 场 是 upka-Bmaie 的 

8. mp S? 上 共有 无 限 多 个 双 曲 临界 元 素 的 向 量 场 的 草图 . 

9. 设 Cc82 是 四 ， 考 虑 soc mr 99) 是 切 于 O 的 向 量 场 集合 . 

(a) 证 明 son K-8 # o RR. 

《b) 考虑 具有 如 下 性 质 的 向 重 场 集合 互 Boc- fo, G) 肉 量 场 的 奇 点 种 闭 
轨 都 是 双 曲 的 ; Gi) 3E y 是 一 条 使 a(y) 5S wy) 为 著 点 的 轨道 ， 那 末 ?c 巴 
证 明 , 玉 So 是 在 go TRIPS ERAS. . 

10. 设 Grad" (M) C £*(M) 是 开 上 梯度 向 量 场 的 集合 HD X e 
Grad' (M) 34 HDOHUE E f € C (MD DL Hiemann 度量 9， 使 得 在 度量 
th, X=gradf, 证 明 Kupka-Smale 向 量 场 的 集合 是 在 Grad" (M) riii 
的 ， 

dom. 证 明 , 车 在 度 景 9 下, X=grad f, F TF X 的 流 匣 , 了 是 邻近 
于 驻 的 向 量 场 ， 在 M-P 上 了 与 X 重合 ， 那 末 存 在 度量 8 使 得 了 是 了 在 度 
量 儿 下 的 宰 度 ， 也 应 用 第 二 章 的 练习 8. 

11. (a) EBE, # X e 2"M) 是 npka-Smale 向 最 场 , 有 大 范围 的 刁 
断 截 痕 , 那 末 相伴 的 Poinear6 映射 是 Ku pka-Smalo f62) TUS, 

(b) 证 明 Kupka-Smale 微分 同 胚 的 扭 扩 是 Kupka-Smale 向 量 场 . 

19. (a) 证 明 若 了 € Difr(M)(r>>3) 是 结构 稳定 的 ， 那 未 它 的 属 期 轨道 
是 双 曲 的 . 

(b) 证明 者 Fe Tit3(M) 是 结构 稳定 的 ， 那 来 了 是 Kupka-Smale 微分 
TRE. HEX 在 [98] 中 ，Q. Hobinson 对 于 ye Diff (M) (>3) 证 明了 这 个 结 
果 . 

(o) 证 明 结 构 稳定 向 最 场 X € 10M) f Kupka-Smale 的 。 
注 : 下 面 的 问题 是 没有 解决 的 : 证 明 结 构 稳 定 的 向 量 场 互 E UO) 
(r>3) 的 闭 轨 是 双 曲 的 . 

13. ë X€ 2700) 是 具有 闭 轨 的 向 量 场 ， 设 X, 是 由 向 量 场 及 所 生成 
的 流 ， 证 明 微 分 局 胚 Xa 不 是 结构 稳定 的 ， 

39， 


14. ED tE (E OR WO Me(n2>1) E, Kupka-Smale fi 4 [8] B dE 
TiftrG)Cr> 卫 中 不 是 开 的 。 

提示 : 证 明 任何 流 形 有 带 有 财 轨 的 Kupka-Smale 向 量 声 . 

15. GEHE TEHCÉ M" (n2>8) 上 Kupka-Smale 向 量 场 的 集合 在 
OD Go» DWREIEZERS. 
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第 四 意 Morse-Smale 向 量 场 的 
通 有 性 与 结构 稳定 性 


我 们 曾 强 调 ， 动 力 系统 理论 的 中 心目 标 是 描述 微分 流 形 上 的 
向 量 场 的 轨道 结构 , 可 是 从 第 二 举 第 三 节 的 例子 可 以 看 出 , 在 动力 
系统 中 存在 着 具有 非常 复杂 的 轨道 结构 的 向 量 场 ， 为 此 , 我 们 必 
须 招 这 项 研究 工作 限制 在 向 量 场 空 间 的 一 个 子 集 上 最 理想 的 是 
这 个 子 集 是 开 的 与 稍 密 的 (或 它 的 范围 尽 可 能 的 大 )， 并 且 子 集中 
的 元 素 是 轨道 结构 足 修 简单 的 结构 稳定 的 向 量 场 , 从 而 , 使 我 们 有 
可 能 将 它们 分 类 ， 就 这 个 问题 的 局 部 形式 而 言 , 如 我 们 在 第 二 章 
中 看 到 的 , 它 已 被 完全 解决 了 . 

在 这 一 章 的 第 工 和 第 2 节 中 ， 我 们 将 证 明 上 述 研究 的 大 范围 
的 情形 可 在 紧 致 的 二 维 流 形 上 完成 .这 个 结果 是 由 Peixoto 2.01 
给 出 的 ， 它 是 这 一 理论 的 新 近 发 展 的 开创 性 工作 之 一 ， 除 了 
Andronov-Pontryagin 的 早期 的 基础 性 工作 和 随后 De Baggis 
fE] D° 或 妹 8° 上 的 工作 ( 见 [加 , [4]) 以 和 外， 我们 还 要 指 出 
Plissw" APRI] T? 上 无 奇 点 的 向 量 场 得 到 了 与 Peixoto 同样 的 
结果 . 

在 高 维 情况 下 , 结构 稳定 的 向 量 场 仍然 是 非常 多 的 , 但 它们 并 
不 称 密 ， 这 里 存在 更 老 富 、 更 复杂 的 现象 , 这 种 现象 在 初始 向 量 场 
的 小 扰动 下 仍然 存在 。 甚至 对 于 结构 稳定 的 向 量 扬 , 其 极限 集 的 
轨道 结构 也 还 没有 完全 搞 清楚 ， 对 它们 的 播 述 仍 是 一 个 活 聊 的 研 
究 领 域 ， 这 些 事实 将 在 第 和 第 4 节 中 讨论 . 

由 于 这 个 原因 , 我 们 将 再 次 强调 , 研究 通 有 性 质 的 重要 性 .所 
请 通 有 性 质 就 是 几乎 一 切 向 量 场 ( 河 量 场 的 Baire 子 集 ) 都 满足 的 
TEN, 上 章 中 的 Kupka-Smale 定理 就 是 这 种 情况 . 

最 后 , 我 们 指出 ,对 于 一 些 有 特殊 窟 义 的 向 量 场 空间 的 子 集 ， 


edu 


上 述 研究 可 能 被 提出 来 ， 与 此 最 密切 的 例子 是 紧 致 流 形 上 的 梯度 
场 ， 在 所 有 梯度 场 组 成 的 空间 中 ， 结 构 稳定 场 形 成 了 开 与 称 的 
qdeeco, Spiels 8 节 中 指出 它们 的 轨道 结构 的 一 些 基本 
性 质 . 

在 第 4 节 中 ， 我 们 概述 了 关于 结构 稳定 性 的 一 般 结果 ， 特 别 
地 ,我 们 还 将 描述 具有 无 限 多 周期 轨道 的 结构 稳定 系统 ， 


' $1. Morse-Smale 向 量 场 , 结构 稳定 性 


这 里 ,我 们 定义 一 类 称 为 Morse-Smale 系统 的 向 量 场 ， 它 在 
动力 系统 理论 中 起 着 重要 的 作用 。 这 个 类 是 非 空 的 并 子 集 , 其 元 
素 是 结构 稳定 的 ， 虽 然 这 些 结论 对 于 任意 维 的 紧 流 形 都 是 成 立 
em, 但 在 这 一 章 中 我 们 仅 研究 二 维 的 情况 , 此 时 这 个 类 还 是 
稠密 的 ， 

这 一 节 , 我 们 先 从 定义 Morse-Smale 向 量 场 开 始 ， 然 后 还 明 
在 M^ 上 的 Morse-Smale 向量 场 是 结构 稳定 的 ， 这 里 的 证 明 是 
我 们 在 [7 可 中 引进 的 ， 它 与 原始 证 明 不 同 吧 2?， 可 以 推广 到 高 维 情 
R. 

在 正式 给 出 Morse-Smale 向 量 场 族 的 定义 之 前 , 我 们 借助 于 
一 些 例 子 来 诱导 这 个 定义 ， 由 于 我 们 的 目 药 是 去 寻找 一 类 结构 稳 
定 的 向 量 场 ,显然 要 求 它 的 奇 点 与 闭 轨 必须 是 双 曲 的 . 没有 这 个 
要 求 向 量 场 其 至 不 是 局 部 结构 稳定 的 ， 我 们 还 要 总 调 , 向 量 场 的 
临界 元 素 ( 奇 点 与 闭 轨 ) 的 稳定 流 形 与 非 稳定 流 形 的 相交 性 在 任何 
拓扑 等 价 中 必须 保持 下 来 , 因此 , 自然 要 求 这 些 相 交 是 匀 断 的 , ER 
为 鲜 断 相交 可 以 保证 在 向 量 场 的 小 水 动 下 是 不 改变 的 、 

DI. 考虑 环 面 T 了 ?CR 生 设 卫 =gradh， 这 里 是 图 1 中 
环 面 2 上 的 点 在 水 平面 上 方 的 高 度 函数 ， 这 个 向 量 场 有 四 个 奇 
JR Pus Ds, Ds, Da, JU pi 是 浏 点 ，Ps, Ps 是 鞍点 ,Pr 是 源 点 ，Ps 的 
稳定 流 形 与 ps 的 非 稳定 流 形 是 非 勾 断 相 交 的 , 正如 在 第 一 章 中 所 
述 , 我 们 能 用 向 量 场 X 的 小 扰动 去 破坏 这 种 相交 性 , 因此 这 个 扰 
ETT 
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动 后 的 向 量 场 了 与 X 不 等 价 . 

记 今 为 止 的 讨论 可 导 我 们 把 Morse-Smale 向 量 场 定义 为 
Kupka-Smale 场 的 子 集 ， 在 这 一 点 上 , 值得 注意 的 是 当 说 到 向 量 
场 是 upka-Smale 的 时 候 ， 我 们 并 没有 给 出 关于 向 量 场 一 般 轨 
线 的 a 与。 极限 集 的 信息 ， 了 既然 向量 场 之 间 的 拓扑 等 价 应 保持 对 
应 轨 线 的 a 与 “极限 集 我 们 必须 强加 菜 些 特殊 条 件 到 这 些 极 限 集 
上 . 

例 吕 考虑 由 环 画 了 T* 上 无 理 流 所 导出 的 向 量 场 也 ,了 驻 的 任 一 
委 线 的 w 与 吕 极 限 集 为 整个 环 面 了 ,特别 地 , 也 没有 奇 点 与 闭 轨 ， 
因此 X E: Kupka-Smale [9 3j, 可 是 X 不 是 结构 稳定 的 ， 因 
为 它 可 以 用 导出 有 理 流 的 向 量 场 了 去 逼近 (参看 第 一 章 第 4 节 )， 
Y 的 一 切 轨 线 是 闭 的 ， 这 样 它 的 a 与 极限 集 发 生 了 根本 的 变 
化 . 

在 定义 Morse-Smale 向 量 场 的 集合 之 前 , 我 们 需要 一 些 新 的 
概念 与 符号 . 

ixc4t(Um, Ages DOO) - (pe Mi 2DEc(9)， 对 于 
dT q€ M) 以 及 D,(X) = (p€ M; p€o(g), 对 于 基 个 gE M). 
这 些 集合 在 由 X 生成 的 流下 不 变 ， 且 过 任 一 点 的 软 线 在 也 中 
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"ihi", 3e Tu, rbi ez" 

定义 ， 设 下 E92 "(2), 我 们 称 pPE 了 L 是 工 的 游荡 点 , 若 存 在 
多 的 邻 域 太 以 及 数 如 >0, HERES [2149 of X(V) ny =g@. 
否则 称 p 是 非 游 东 的 

我 们 记 Q( 互 ) 为 站 的 所 有 非 游 划 点 的 集合 , 由 定义 立即 可 得 
如 下 性 质 : 

@) OC) 是 紧 的 ,在 流 X, 下 是 不 变 的 ; 

(b 00 21400 UL,(Z), 特别 地 , O(X) && X Bi 
界 元 素 ; 

(e) X, Y €%(M) UE Mk -> 了 是 总 与 了 闻 的 拓扑 
Mf (OQ) - o0). 

下 面 的 例子 说 明 , 一般 说 来 ，Q 包含 LUI HEX O 的 真子 
#. 

BIS, JuBS* 上 的 O“ 向 量 场 X, 它 具有 两 个 奇 点 各 与 ps, 
其 它 轨 线 都 是 闭 的 , 见 图 8， 我 们 用 非 负 的 OT iiio. SOROR 
向 量 场 X, KH p 仅 在 不 周二 本 与 Pa 的 点 Pp 为 零 . EY — ox 
向 量 场 了 是 O>, 有 三 个 奇 点 p, m, ps, B ESU E: (7) —o (y) =3 
的 轨 线 > 外 ， 一 切 其 它 软 线 都 是 闭 轴 , y 上 任何 点 % 不 属于 L,U 
L. By xh Y B IBRD. 因而 sC O. XH 4. 
*34À 
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图 4 I 图 5 

定义 ， 设 好 是 吨 维 紧 流 形 , X C27 OD, ASE X JEMorsc- 
Bmale |J383, 只 要 ， 

G) 民有 有 限 个 临界 元 ( 奇 点 与 闭 轨 ), 它们 者 是 双 曲 的 ; 

(3) 着 四 与 ca 是 互 的 临界 元 , 刚 W* (o2) 53 W* (os) JW 
相交 的 ; 

(8) Q(X) S X 的 临界 元 的 交集。 

下 面 我 们 给 出 Morse-Smale 向 量 场 的 一 些 例 子 ， 例 4, 5, 6, 
7 定义 在 8* 上 ， 例 8, 9 定义 在 环 面 Za 上 ， 虱 界 元 称 为 吸引 子 或 
排斥 子 , 只 要 对 应 于 它 的 指标 分 别 是 最 大 或 等 ， 否 则 称 它 为 蔷 . 

例 & S23 上 具有 如 下 特征 的 向 量 场 称 为 北极 -南极 场 ， 

Dx, Ps 是 双 曲 的 ; 

px 是 吸引 子 ; 

ps 是 排斥 子 ; 

车 sCS*— px, po), Ñ] e(2) —px, B o(2) —ps. 

例 5. ps, ps 是 双 曲 排斥 奇 点 ， ? JRXUBIE SERES, oc 
83— (px, ps — v, W| o(z) 一 7 E (z) —ps 3R pa. 

BI 6, pi, p. 是 双 曲 吸引 子 ,ra r. 是 双 曲 排斥 子 ,sz, ss 是 双 
HIBA QQO) = pi, pas Ti, Ts, t, Sab. 

BUT. r;, rs, ya 是 双 曲 排斥 子 , s 是 双 曲 鞍点 ，?y1，7a REANH 
吸引 闭 轨 及 (一 ) — (rs, ra, s, SEU SU Ys. 

这 个 向 量 场 在 %， ?ys 所 办 的 柱 面 上 的 轨 线 如 图 9 所 示 . 

518. 2 是 双 曲 琢 引 的 ,7 是 双 曲 排斥 的 ，s sa 是 双 曲 入 点 及 
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图 8 图 9 


Q(X)-i(», r, s, S). LEE 10, 

819. ys 是 吸引 的 双 曲 闭 轨 ,7s 是 排斥 的 双 曲 闭 轨 , OC) m 
qyiUvs. LEE 11. 

我 们 用 M-S 328 Morse-Smalo 向 量 场 集合 ， 下 述 命题 给 出 
二 维 流 形 上 Morse-Smale 场 的 较为 简单 的 特征 。 一 条 鞍点 联结 
是 指 一 条 轨 线 它 的 a 与。 极限 集 都 是 鞍点 . 
11$. É M EH W WOB, Fú E X c (MD 是 Morge~ 
male 向 量 场 当 且 仅 当 

(0) 也 有 有 限 个 临界 元 它们 都 是 双 则 的 
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《b) 不 存在 任何 通 点 联结 ; B. 

(e) 每 条 轨 线 有 唯一 的 临界 元 作为 它 的 o- 航 限 集 以 及 有 叭 
一 的 临界 元 作为 它 的 -极限 集 . 

Arg. 县 然 , 车 于 EM-S, 那 末 也 满足 上 述 条 件 (a)， (hb) 与 
(@)， 让 我 们 来 证 明 它 的 道 命题 ， 取 下 GE2(a 人 满足 (的 ，( 四 与 
(6)， 因 为 洲 的 稳定 流 形 与 洲 的 不 稳定 流 形 都 是 二 维 的, 所 以 匀 斯 
条 件 仅 可 能 在 蒂 点 的 稳定 与 不 稳定 流 形 被 破坏 ， 然 而 由 于 向 量 声 
不 存在 鞍点 联结 , 所 以 这 是 不 可 能 发 生 的 , 因而 我 们 仅 需 证 Q (X) 
出 临界 元 组 成 即 可 . 

首先 我 们 来 证 明 渊 的 稳定 流 形 除 它 自身 外 是 由 游 葛 点 组 成 
的 .假设 法 是 奇 点 p. 我 们 已 经 知道 存在 包 合 p 的 贺 盘 了 DC 
W'(p, JGbAOR5S X 勾 断 相交 的 贺 O。 因 为 Wp) 一 {p} 一 
LUjienX:(C) 生 游 荡 集 是 不 变 的 ， 所 以 仅 需 证 O 上 的 点 是 游 落 点 
Wu, GENE D.— X.(D) 包含 在 了 的 内 部 , B D_,= X OD 
的 内 部 包含 D, 取 wE€0, 设 是 2 的 与 Di UE MD 都 不 交 
的 邻 域 , 于 是 , 对 于 [| 22048 XG) nY - Z. 这 就 证 明了 w 是 
WD. 现在 假定 渊 是 闭 轨 >， 此 时 亦 存在 7 的 邻 域 可 ,的 边 
界 呈 是 与 互 匀 断 相交 的 ， 车 > db ORDEI PAR, HE U 3 
BEDE, HB S 是 两 条 互 不 相交 的 圆 . 车 y 是 不 可 定向 的 ， 那 
xU 5 Móbius d$ J| HS B. 8 J — 48 I|, 3F B. WOO —y= 
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Uka, (8). 284DUF3PBLO, wu S, 因而 W*Cy) —y 亦 由 游 萝 
点 组 成 。 当 吕 是 排斥 的 临界 元 时 ， 可 用 完全 相似 的 方式 证 明 
W'(c) 一 a 是 由 游荡 点 组 成 的 ， 最 后 ， 车 x€ M 不 是 奇 点 并 且 也 
不 属于 闭 轨 , 风 丁 为 不 存在 鞍点 联接 辆 线 , 所 以 o(@) 与 aa) pos 
有 一 个 是 排斥 的 , 由 上 面 证 明知 ” 古 游 荡 的 ， 证 毕 . 口 

例 如 ， 在 双环 面 上 的 极 场 

我 们 举 出 一 些 在 双环 面 上 的 极 Morse-Smale 向 量 场 的 例子 ， 
即 向 芝 场 没有 闭 轨 ， 有 上 且 仅 有 一 个 源 点 与 一 个 渊 点 ， 这 里 双环 面 
(或 有 "两 个 润 的 环 面 ”或 有 两 个 环 柄 的 球面 ) 能 用 一 个 八角 形 来 圳 
289, 它 的 边 用 下 面 的 方式 成 对 的 便 同 起 来 . 

CD 恒 同 的 两 个 边 没有 共 园 的 顶点 ; 

(2) 恒 同 的 两 个 边 的 微分 同 胚 道 转 了 定向 ; 

(8) 所 有 融 点 都 恒 同 于 一 个 点 . 
在 图 12 中 , 我 们 用 两 种 方式 表示 ， 
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利用 上 述 的 双环 而 八角 形 表示 ， 我 们 能 构造 一 个 极 Morse- 
Bmale 场 , 具体 作法 如 下 : 置 一 个 源 点 在 八角 形 的 中 心 ， 每 边 药 中 
点 是 一 个 鞍点 , 它 的 顶点 是 一 个 渊 ， 在 图 18 中 , 我 们 画 出 对 应 于 
上 述 表 示 的 双环 面 上 的 Moree -gmale 场 的 路 图 ， 反 过 来 , 设 X 
在 双环 面 上 的 极 Morse-Smale 35, 3138 Mz SUI] AS TRUE TODO ODE 
环 面 ,我 们 得 到 类 似 于 上 述 的 向 重 场 表示 . 

类 似 的 构造 使 我 们 能 撒 述 任意 二 维 紧 流 形 上 的 极 M-8 [t t 
5. 

定义 ， 给 定 一 个 Morse-Smale 场 X, 我 们 定义 于 的 相 图 
Dj Xue, HEFCHAURMMAUES ci, eaEZ oa< 
03, AXE W*(o1) WW'(o3) * @, 即 存在 一 条 从 oa 县 发 达到 os 的 
因为 Morse-Smale 场 不 存在 鞍点 联结 , 所 以 关系 < 是 偏 序 . 
我 们 指出 , 当 M 的 维 数 ~3 BF, 任何 Morse-Smale 向 量 场 的 相 图 
的 位 级 (levels) 至 多 等 于 8, 

B. W 14 表示 了 这 一 节 例 4 一 9 的 相 图 . 
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定义 . 设 互 , ZeM-8 且 设 r, F nuna, SD 
t; 站 是 网 构 的, 只 要 存在 一 个 一 一 对 应 叉 T >Ë, 使 得 

@) «€T E— 8, RE AX AC) € P Jes, 

(b) 对 于 ar, za G D, nya 当 且 仅 当 加 (81) Aog). 

我 们 将 证 明 ，Morse-Smale 场 在 小 扰动 下 仍 得 到 Morse- 
Smale 场 且 具有 同 构 的 相 图 ， 为 此 ， 我 们 要 引入 相伴 于 Morse 
Smale 场 的 滤 子 概念 ， 我 们 在 以 名，[109] 中 可 看 到 这 个 概念 能 
壕 有 效 地 应 用 于 更 一 般 的 向 量 场 . 

XX. BOXCM-, XT X 的 一 个 滤 子 是 一 个 紧 子 流 形 M, 
(0<i<k, 它 们 是 带 边 的 ) 的 序列 

Mei=@, M,C MC CMM, 

使 得 

@) 天 与 了 ,的 边界 勾 断 相交 且 对 于 £0, X (4) c ML 
WR 

(D # M. —- Mp, MX, WE KE UAE A s W 5ë 
O13, B [ vanX,(M i i—intM) ~ orp. 
1.% 引 理 . 设 X € 2#r(MP°) -—Morse-Smale Jf, WJ X 存在 滤 子 . 

和 证明 ， 设 cu 0s, …o 是 马 的 吸引 子 , 与 命题 1.1 的 证 明 中 
REG 到 互 不 相交 的 邻 域 Pa Vs, =, V; 它们 的 边界 与 X 匀 断 相 
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3r. 我 们 定义 M.=Vi, M.,—M.UY,, n, MjSMISUV, 

设 erro…， o jk X B IË oua 8 W*(ou3) 一 oo 的 一 
个 分 支 ( 它 与 338; AJ848368), fE orrz 的 邻 域 中 构造 二 个 藏 耐 S, 
与 8s, E153 W'(o,3) oa 勾 断 相交 , 取 这 个 邻 域 充分 小 , 可 使 
2 4 S, 5 8, SW MM ER j OM, 匀 断 切割 。 在 这 些 雪线 孤 段 附 
JE, 构造 曲线 ou os, os 与 cu 它们 连接 S, 和 5s 的 端点 到 8 和 E, 
Hi X 勾 断 相交 .， 如 图 16 所 示 ， 应 用 包含 这 些 轨 线 孤 跨 的 流 
区 ,我 们 能 构造 这 些 曲 线 与 B81, Ss 以 及 OM 相 切 . 

Via kf fr oyt1 目 边界 由 S,, S, es es, 0s, o, 5 0M, RU 
一 部 分 组 成 的 区 域 , 令 Maio M,QUV,A.— HORHE en O7 
— aa B Mz 满足 所 要 求 的 条 件 ， 对 于 每 一 个 鞍点 ， 重 复 上 面 
的 作法 ， 于 是 得 到 子 流 形 的 序列 Z= M.C M.C... M i C.C 
AM. HEUS, Wonaco,ovJE X BUR. 与 渊 的 情况 相同 , 考虑 这 
些 源 的 邻 域 La, Vea, cn, Vi, 它们 的 边界 与 部 匀 断 相交 , 于 是 
定义 


M, = M — (ntV,sU--- U into), 
M, = M — Gn$V, Ul int), 
如 此 定义 下 去 ,直到 M,—=M 为 
i. 易 验 证 人 B=MoCMiC.… 
CM, X NT. 
下 面 两 个 定理 对 于 高 维 情况 
也 成 立 rr， 对 于 比较 简单 的 
二 维 情况 ， 我 们 把 它们 的 证 明 作 
了 改写 . 
L3:3, 设 乞 EM-8, 册 并 在 
EMO DLE M i RC ME 
8 Y € %,# Y € M-S8, 且 它 与 
X 对 应 的 相 图 是 同 构 的 . 
证 明 . 因 马 的 临界 元 是 双 Ba 
曲 的 ， 于 是 对 于 每 一 €00X) 存在 X MSM qoam 及 
Dr 


c, BSTRLU, AERE Ye IHRER e (T) CU, T 
且 根 活 Grobman-Hartman 定理 ， 可 假定 ov(Y) 是 流 Y, 的 整个 
售 手 要 的 唯一 的 不 变 集 ， 为 此 ,必要 时 可 缩小 邻 域 Wo Ud 
TY, AE WET G= MacM CM. cM eM. 我 
们 将 证 明 ， 对 于 充分 小 的 4^, Z — Mic Mace C Mm M 也 是 对 
应 于 任 一 也 E 习 的 洪 子 ， 由 此 便 可 淮 出 QCY) 是 由 上 而 定义 前 
临界 元 mi(Z) 组 成 的 ， 事 实 上 ， 因 X SR OA XA REN, 
因 测 邻近 于 X 的 了 也 是 如 此 . 缩小 o 的 邻 域 DT。 使 得 U CM - 
Ma. EOS Den Otra) 04， 所 以 存在 TP>0， 使 得 
YQ mar) cU, s 信守 分 小 时 ,对 于 了 EV 上述 
事实 依然 成 立 ， 因 为 eaFi(0D 00, BED Coen — 
mn) o0). BW T — BJ Y 64, g-M-Mc-c 
2- M REGII, INE OQ? D QM,—nlt, D =a (P). 
事实 上 , MM c inia 中 不 同 于 eO) 的 点 的 任意 轨 线 7 必 与 
OM Sk 0M, REI) 相交， 这 是 因为 仅 有 新 线 oa ODE T 
M,-tAM, ah, XURRET 120, 有 了 (Mt CM, a 及 对 于 < 
09, 有 了 (MM 一 0 CM M, y Sesi, BW o QP) 是 Q(Y) 
在 了 一 mt ai: 中 公有 雪线 , 因此 o (Y) m Uie, BEA 
$ o Q0 JC 
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图 18 


ACTU Y C 多 是 Morss-Smale 场 ， 只 要 证 明 对 于 充分 小 
的 多 不 存在 迟 点 联结 就 够 了 ， 为 此 , 设 oio OC) gs, B. 
AE W (o) — oi B — 2 Sce omo OO HEX RU o Wt FR 
WV ASE EBB Topo gap, HOS W* (ou (Y)) 的 紧 致 部 分 是 
ABEW*() B, BIDEUW* GO) 一 gs(Y) 的 -分 支 亦 与 7 可 
斯 相交 .于 是 它 的 w 极 限 集 是 o (V), 同样 的 论证 可 应 用 到 一 切 
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贰 点 的 稳定 与 不 稳定 波形 的 分 支 上 .因此 对 于 充分 小 的 2 车 了 了 
E 多 那 来 了 EM-S H. EXEXER e. CX) o QP ) ERR ELI EET, XE 
SHE, 
14m, 4X CA" (M?) E Morse-Smale 3j, 3o X 是 结构 稳 
定 的 . 

证 明 。 由 上 述 定理 得 知 , 存在 X 的 邻 域 WC27YCM”)， 使 得 
3 Y ed, Hik Y cM-8 以 及 存在 一 个 相 图 的 同 构 ori(Z)- 
e«Q). 

第 工 部 分 ， 首 先 假定 开 UBI GOB X 的 洲 点 0 以 及 了 
E 儿 的 对 应 的 渊 点 c(Z)。 设 严 是 上 述 的 钱 "(c) 中 包含 0 的 
#, Hoy 5 X D # — UJ Y € % B 8 2, HBeQ)evc 
We). Wc, o0» E X MEUM, ürfbo «o. p, p. 
… 是 鞍点 0; 的 不 稳定 分 界线 ( 即 WP (09) — ox 的 分 支 ) 与 97 的 交 
点 . E OD, p (V), 是 了 的 对 应 点 ， 对 于 每 一 cw R 
TS; 总 。 它 们 与 c 的 稳定 分 界线 勾 断 相交 于 gt， 如 图 20 所 
7. 


Mm 


图 19 Boo 


用 统 X, 穿 透 8 8,， 得 到 在 第 二 章 第 7 节 中 所 述 的 "(oo 的 管 
状 族 。 这 个 族 的 纤维 是 X108) 与 X,(8), Vt ER, Gf; W*(o9. 
把 点 NW'(o) 投 到 每 一 纤维 上 的 投影 wm 是 连续 的 ,而 且 wi 是 
M pot 0V. irt 7; 3 ovx W*(oy) re APER IRDIE, RUP Y 
我 们 作 相 同 前 构造 ， 现 在 我 们 来 定义 并 Y ZH 36 de % fr, 


.4153 。 


4 h(e) -o(Y), h(o) =o (Y), h(p) - (Y), hg) c (Y) 
h()- Y). 借助 于 AX. (g) -Y &(g0 CY (Y), hX,Q0= 
Yd (Y) 3E A BlW'(o2, TE T, Exe 3t An F XP a GT, ha 
[n,Y )1 haee, 由 此 ,大 在 OV. 中 的 有 有 限 个 不 相交 的 区 间 T, EB. 
被 定义 我 们 指出 ， 车 互 的 邻 域 久 充分 小 , 那 末 有 I 邻近 于 得 
局 ,因而 能 扩充 态 到 整个 图 9 上 ， 对 于 一 切 济 点 重复 进行 上 述 构 
造 ， 最 后 ,利用 方程 Xx 一 了 hz， 在 整个 M? LEG A. (B EXER] 
造 易 见 五 有 逆 h t, EE 

全 象 太一 样 定义 只 要 互 换 作 

用 即 可 . 

剩 下 米 要 证 4 的 连续 
性， 五 在 渊 点 、 源 点 以 及 在 
渊 点 的 稳定 流 形 上 的 连续 性 
是 显然 的 ， 讨 论 它 在 鞍点 的 
稳定 流 形 上 的 情况 ， 取 *GE 

Eom W'(c), XH o, — BRA, 
国 顾 天 把关 于 o 的 管状 族 的 纤维 映 到 o4( 了 ) 的 管状 族 的 纤维 上 ， 
即 z, (Y) ho ha, (X )z 考 赔 任 一 序列 ow>w， 要 证 how->hw， 由 前 
面 的 论述 知 ， 过 Az, 的 纤维 收敛 到 过 ha 的 纤维 ， 即 Q2). 一 
hm， 刹 下 来 要 证 ha, 收敛 到 到 "oc:(Y)) 上， 为 此 我 们 来 构造 关于 
W*(o) 与 "os( 了 )) 的 管状 族 ,它们 可 由 流 X, 与 了 ;温润 97 上 
的 五 与 环 (F) WifRo BOPAQQ-ILOO, WULAiBW'cont 
状 族 的 好 约 映 到 (o (Y) 的 管状 族 的 纤维 ， 困 此 车 现 与 
各 (了 Y) 4-38 W*(o) š W*(e.(Y)) 上 的 投影 No As (0 — 
SY)À(Q). BD Z ERR, BL aos CW'(o), BEEUR HI mon 
—e. FR h £ W*(c) 上 的 限制 也 是 连续 的 ， 于 是 (Wp) 一 
h(o) =0:(Y), 

3 — r Bi, An) Y )h(G, B R m Oh) 
ou(Y)， 这 就 证 明了 (ww) 收敛 到 o1(7) 的 稳定 流 形 上 , PURA.) 
oh(2), Tis X 没有 闭 轨 的 情况 下 ,定理 得 证 ， 

EL 


y 


图 38 


295 (UE XCEIBEL BDUCHTRCRUR BEEL M 的 维 数 
—2, Binbxicie pp guns ROS BERCHOE BU, IEATSRLITH EH IBN, 
存在 场 了 任意 搂 近 于 发, 使 得 流 X, 8 Y, AB339860, OUT 
说 明 这 点 ,只 要 用 小 抗 动 改变 X 的 一 个 闭 轨 的 周期 即 可 ， 为 了 如 
开 这 个 困难 , 我们 去 定义 流 X, 与 P, 2 tdt hop Z, 5 P, 
33 X, 与 了 : 的 重新 参数 化 ， 因 为 互 ,与 X, 的 轨 线 是 相同 的 ， 
Y, 与 P, 的 轨 线 亦 是 相同 的 ， 所 以 态 将 是 场 X Y 之 间 的 一 个 
等 价 . 

利用 第 三 章 引 理 1.8， 我 们 能 从 开始 就 合理 地 假定 ， 且 与 了 
的 闭 轨 都 和 相同 的 局 期 + 及 人 允许 不 变 的 匀 断 的 截 靖 ， 为 了 简化 令 
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述 , 我 们 分 两 种 情况 讨论 . 

Q.») 首先 讨论 所 有 闭 轨 都 是 吸引 的 情况 ， 我 们 试图 仿 略 
前 面 没有 闵 轨 的 储 况 构造 共 力 ， 环 绕 着 每 个 吸引 的 奇 点 0 
SQ) XS X Wm Y 与 断 相交 的 圆 Co 对 于 每 一 闲 罗 oo 
os( 了 ) 取 不 变色 断 答 痕 X; 以 及 在 X, 中 关于 Poincaxé 映射 的 基 
AI, IQQ). 象 上 面 一 样 构造 关于 Xo Y 的 可 点 ox, ox (F) 
的 不 稳定 管状 族 , 取 截 并 8, 和 S, 4-905 W*(co W*Gy(Y)) 41 
斯 相交 再 应 用 族 X,(82, X,(8) X YI), YS. RET 
要 局 造 的 同 三 必须 把 os 的 管状 族 的 每 一 纤维 映 到 or(Z) 的 管状 
族 的 一 纤维 ,而 且 它 必须 保持 匀 断 的 图 C, 与 匀 断 截 痕 X. 因此 ， 
根据 对 于 每 一 或 点 ovk X /W'(oy) 5 Y W'(osQ7)) 之 间 的 共 
TEM RE SL, 我 们 在 有 限 个 O, 与 T, MET X BJ LOL SUUS h, 这 些 子 
区 间 包 含 较 点 的 不 稳定 流 形 与 0, 和 的 交集 , 只 要 Y 充分 邻近 
x, 这 个 同 凸 就 充分 邻近 便 同 ， 因 而 它 能 扩充 到 整个 O, 和 I, E. 
对 每 一 奇 点 oz 我 们 定义 (oo 一 or( 了 ) 以 及 对 每 一 团 加 ci, 定义 
hC ña =Z, ne Q). ROG RÜUBSCIPRRA-YAX , Nd 
TESPBITS LARA, 可 把 扩充 到 整个 MPP. 由 此 ,天 是 一 一 对 应 
前 且 是 满 的 , 此外, 可 与 第 工 部 分 一 祥 去 验证 态 在 奇 点 以 及 在 贰 虑 
的 稳定 波形 上 的 连续 性 , Yi h EBI E BU Esp RT H RUR E; 的 不 
AVE 8588, TE Ju Br Lf e UB BJ LES FRE 8 EIAS DE RA Oa, 
(1567 


第 三 章 第 工 节 ) : 

(2.b) 最 后 假定 下 有 一 吸引 的 闭 轨 和 一 排斥 的 闲 轨 ， 在 拒 
35 X HY 重新 参数 化 后 ,这 种 情况 将 变 成 与 前 面 类 似 的 情况 . 这 
种 重新 参数 化 是 必要 的 ， 它 使 我 们 有 可 能 把 在 (2a) rH IS S E 
扩充 到 排斥 的 闭 轨 。 为 此 取 关 于 排斥 闭 轨 Ç 的 义 断 的 不 变 的 截 
EE, gr TEE 3E, 每 一 T, 分 解 为 闲 子 区 间 的 并 集 , 它 
们 在 了 ,内 部 的 端点 就 是 鞍点 的 稳定 流 形 与 和 内 部 的 交集 ， 我 们 
指出 ， 在 每 一 个 开 子 区 间 上 的 一 切 点 将 以 相同 欧 吸 引子 作为 @ 极 
限 集 ,如 图 25 prz, S pc W'(oy) 站 六 是 这 些 了 区 间 中 的 一 个 的 
端点 ， 考 不 环 绕 着 刀 的 小 区 间 Cs, b1CT,, 使 得 过 [a, PO AES 09 
3LALEHBUR S, 匀 断 相交 ,利用 第 三 章 引 理 1.8, 对 X 进行 重新 参 
数 化 ， 使 得 [a, b] 上 的 一 切 点 在 相同 时 间 寺 法 到 8,, Jul X # 
示 这 个 重新 参数 化 的 场 , WECa^, b']C (a, b) t pi. d 
据 新 的 参数 化 ， 能 保证 [和 :4( 由 ， 和 1i(oD] CS, 的 一 切 点 在 时 间 1 
达到 马 。 类 似 地 能 保证 X50), X,G0”)1 上 的 一 切 点 达到 G, 的 
时 间 是 相同 的 ， 于 是 X,[a, a| CX 及 X, b, V1CO, 我们 对 
于 那些 对 应 的 稳定 流 形 与 了 相交 的 鞍点 重复 地 进行 上 述 构造 , 最 
后 参数 化 并 ,使 得 在 上 述 的 区 间 la, b) 的 并 集 的 T, 的 分 支 由 ， 一 
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切 点 在 相 闻 时 间 i= 2 3&8] A BUR O, 与 X 

我 们 对 于 充分 邻近 X 的 了 作 相 闻 的 重新 参数 化 ,于 是 Y, i 
MILLE IDEE METRE LE MEE 
kinsa 一 乞 NY) 的 (2, 0. Im] 


$2， 定 向 曲面 上 的 Morse-Smale 向 量 场 的 稠密 性 


在 这 节 中 , 我们 来 证 明 , 对 于 定向 曲面 M, M-8 在 2 (9) 中 
是 秋 窗 的 ， 我 们 将 应 用 Kupka-Smale 定理 来 证 明 这 个 事实 ， 
Kupka-Smale 定理 允许 我 们 把 Peixoto 的 原始 证 明 作 一 些 简 化 ， 
但 是 必须 指出 , Peixoto 的 工作 是 早 的 ， 而 且 它 推动 了 这 个 定理 的 
产生 ， 这 一 节 的 末尾 ， 将 分 析 Ma 不 可 定向 的 情况 以 及 讨论 对 于 
微分 同 且 的 相应 的 结果 . 

我 们 首先 着 手 于 球面 S: 上 的 稠密 性 定理 的 证 明 , 它 是 十 分 简 
单 的 ,而 且 对 一 般 情 况 也 是 一 个 通俗 移 说 明 . 

XX. 设 ? 是 三 Er(M) 的 一 条 轨道 ， 我 们 说 是 回复 的 2 
A3 o(y) 9ey x «(y)». 

X 的 临界 元 素 总 是 回复 的 , 在 这 种 情况 下 ， 我 们 说 回复 轨道 
是 平凡 的 , 环 面 上 的 无 理 流 中 的 任 一 轨道 乔 是 回复 的 , 日 是 非 平凡 
的 


由 Poincaré-Bendtzson 定理 , 向 量 场 X € A (S 中 每 条 回 
复 轨道 都 是 平凡 的 ， 这 个 事实 大 大 简化 了 M-S 在 9 (82 hjsi 
性 的 证 明 . 

9.15839], j X C2 (8?) 是 Kupka-Smale TEMO, EK X 是 
Morse-Smale 向 量 场 . . 

证 明 。 因 为 X J Kupka-Smale 的 ,所 以 它 仅 有 有 限 个 奇 点 ， 
昌都 是 双 岗 的、 由 Poincar6-Bendixson 定理 , 任何 轨道 的 与 a 
极限 集 或 是 一 个 奇 点 或 是 一 条 闭 轨 ， 这 是 因为 若 轨 道 7 的 极限 
集 包 售 更 多 的 奇 点 , 那 末 这 些 奇 点 必 是 远 点 ， 生 oy) 一 定 包含 联 

3) 这 里 所 说 的 回复 , 即 通常 所 说 的 Poisson 正 (或 负 ) 稳 定 。 一 一 译 者 注 
ET 


银 这 些 远 点 的 正则 轨道 ， 但 因为 X Jë Kupka-Smale 的 ， 所 以 它 
没有 较 点 联结 , 这 就 证 明了 上 面 的 论断 、 因 为 X 的 闭 轨 是 双 曲 吸 
引 或 排斥 的 ， 所 以 剩 下 只 要 让 它 只 有 有 限 条 闭 轨 ， 假 设 不 然 ， 设 
Xx 有 无 腿 多 条 闭 轨 ， 设 以 , za, ww, … 是 这 些 不 同 轨道 上 点 的 序 
列 ， 供 助 取 子 序列 ， 我 们 不 妨 假 定 e 收敛 到 某 点 c ST, W, 
名 (%) 是 鞍点 ， 因 为 在 吸引 的 奇 点 或 闭 胃 的 稳定 流 形 中 不 可 能 存在 
闭 轨 、 类 似 地 ,w(e) JENA, 于 是 o 自身 是 鞍点 , 否则 过 z 的 轨道 
将 是 鞍点 联结 ， 另 一 方面 ,x 的 不 稳定 的 分 界线 的 -极限 集 是 济 
点 ,这 是 因为 不 存在 鞍点 联结 .这 又 引出 蔬 盾 , 因为 通过 邻近 于 
点 的 轨道 ,不 在 “的 稳定 的 分 界线 之 中 ,但 它 都 以 这 些 洲 点 之 一 作 
ad 因此 = 不 可 能 由 闭 轨 凝聚 而 成 , 这 就 证 明了 定 


”由 于 Kupka-Smale 向 量 场 是 在 27 CM) 中 称 的 ,我 们 有 下 面 
的 推论 . 

推论 ，M-S 在 47(89 中 稠密 . 

我 们 将 用 同样 的 方法 去 证 明 M-S 在 用 7"(C) 中 稠密 ， 但 是 由 
于 非 平 凡 回 复 罗 道 的 存在 , 这 个 证 明 必 须 更 细致 ， 环 面 上 无 理 流 
提供 了 非 平凡 回复 轨道 最 简单 的 例子 ， 我 们 建议 读者 试 着 证 明生 
成 无 理 流 的 向 量 场 能 被 Morse-Smale 向 量 场 遂 近 ， 下 面 我 们 来 
讨论 在 其 它 的 二 维 流 形 上 具有 非 平凡 回复 较 道 的 向 量 场 的 例子 . 

例 开 我 们 将 给 出 在 双环 面 (或 带 两 个 环 柄 的 球面 上 ) EX 
有 非 平 凡 回复 轨道 的 鱼子， 能 够 推 扩 下 面 的 构造 ， 给 出 在 带 有 
7(r> 为 个 环 柄 的 球面 上 具有 非 平凡 回复 轨道 的 向 量 扬 的 例子 . 设 
À RR 是 关于 平面 ze 一 0 的 反射 ， 即 和 (ou zs, ma) — (wu ma, 
一 48) .考虑 环 面 了， 它 嵌 在 R° 中 且 使 和 CT -T* pERCT* 0 (a; 
we 一 0} 是 两 个 圆 . 

W X 是 在 平面 z = 0 上 度量 的 高 度 函数 的 梯度 场 ， 显 然 子 
是 一 对 称 向 量 场 , 即 和 和 ~ — X. X 的 奇 点 是 源 点 7, 济 点 4 以 及 
BAK si 和 sa, 如 图 26. 考虑 一 加 OL CT, "RESET X, 界定 一 个 
Wiz D, 并 包含 渊 点 ，、 设 Ca 一 XOx Jš D, (D) J& H Os 界定 的 


«159 - 


gos 


方形 ,由 向 量 场 的 对 称 狂 , 过 任 一 点 2E0s (不 在 蒂 点 的 分 界线 上 ) 
的 轨道 交 O, 于 点 9= 和 (Pp). 

dA CIC, 是 微分 同上 胚 , 由 bm Rush 定义 ， 这 里 Ba 是 Os 
的 无 理 旋 转 ( 即 旋转 数 为 无 理 数 )， 在 T^— (D. U Du) 上 考虑 等 价 
关系 ,按照 已 抬 O, 与 O, 便 同 起 来 。 设 M 是 高 流 彩 , B P: T*— 
(UD) 是 标准 投影 ， 设 了 一 局. 和 显然, M WAYRU PK 
环 面 ,而 且 了 除了 两 个 鞍点 si, sa 以 及 & 的 不 稳定 分 界线 外 , 其 它 
一 切 轨 道 痢 是 调 密 的 。 事 实 上 ,其它 一 切 轨道 都 与 POs) 相交 ,于 
是 只 要 证 明 ， 每 一 轨道 与 PCOs) 的 交集 在 PCOs) PH. W p€ 
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P(65, B oco, 使 P(g) =p, X iiit z Bi uk k O, 于 点 Xto, 
W3k 53 AA (g) = E (g) BI, 于 是 过 p HIE IN] SUR s P (OS) 85— 
次 相交 的 交点 为 PBQG). 归纳 地 ， 我 们 看 到 过 少 的 正 向 轨道 与 
P(O) 第 ”次 相交 的 交点 为 PRI). Wbadkcnmit (Rs 
mEN} 在 Cs 中 和 独 , 这 就 证 明了 了 的 正 向 轨道 是 在 P (OD (B9, 因 
面 它 在 Pretzel rof. 
例 从 我 们 将 在 双环 面 上 描述 一 O7 向 量 场 卫 , 它 具有 如 下 
性 质 ， 

(a) X 是 Kupka-Smale J; 

(O) X 仅 有 两 个 奇 点 , 它们 是 蒜 点 ; 

(e) X Mig —iERUEUE TE SOR dH. 

我 们 将 在 这 一 节 的 引 
理 2.5 中 证 明 , 子 能 够 用 
LITULT IET E 
近 它 (这 个 事实 亦 能 直接 
被 证 实 )、 因 此 在 双环 面 
.E Kupka-Smale 向 量 场 
的 集合 是 非 开 的 . 

LESE EX T 
个 环 柄 的 球面 ， 我 们 亦 能 
得 到 类 似 的 例子 ， 我 们 从 
3⁄ Bi E BJ Morse-Smale 
EG Y ku pd X, 更 由 
其 中 了 具有 一 个 源 点 , 一 个 济 点 ， 酌 个 或 点 ， 我 们 切 开 一 个 线 着 
洲 点 的 外盘 和 一 个 绕 洲 源 点 的 圆 盘 并 借助 适当 的 微分 同 胚 去 异同 
这 些 圆 盘 前 边界 ， 这 个 作法 等 价 子 粘 一 个 环 柄 到 2 上 . Wim 
ROT 表示 标准 投影 ， 我 们 首先 来 描述 只 上 的 一 向 量 场 P, 然 
后 再 讨论 向 最 场 了 一 wm, 了 .为 了 把 隐 投 影 成 TY 上 的 向 量 场 , 取 
T'(g) -T (y), Sis, yER' 的 坐标 相差 荣 个 整数 ， 因 此 只 要 找 述 
Rs 中 带 有 顶点 (0, 0)，(1, 0), G, 了 D 以 及 (0, 1) 的 正方 形 上 的 向 


2d) 


i Ps. uos Pu (1, Djs, URAS b 
(o, 1), (1, o)smts. wo.mo, aste n cmo, 


346 01 UH, 如 图 28. 3 aC (0, + a)cos iota 
正 向 入 省 交 0s 于 s). TA RR p. (0, + =)c: 
Oo(-m - lo), 类似 地 ,我 们 定义 gs (Lm e)o(- 3. 
0), pe G, 9«/2)  (-2w, —Bx/9) D pa (9/9, 28) > 
(一 8m/2， 一 wm)， 根 据 所 构造 的 向 量 场 的 对 称 性 ， 当 6 一 ,8 时， 
有 ga = —a— 1 a WD5 4-2, £n, d e() elu. 

Bos O50, 是 微分 同 是 p(a) — -x+s， 其 中 s/m 是 无 理 
数 , 设 D 和 D, 分 别 是 边界 为 0x 和 O, 的 开 阅 盘 ， 我 们 应 用 微分 
RE o 去 恒 同 O, 与 O, 得 到 双环 面 T,, XE O, 和 O; l Jš T T" 
一 (DiU D2) 的 边界 ， 设 X RE T, 上 由 了 经 过 上 面 的 恒 同 记 请 
SBS, 站 一 PY XX P, TP (D,UD) S T,- T*— 
(XUDJ/N 43939. 见 图 29, 

我 们 要 证 明 X MHMS—IERHUGIREXGERLERI. dEDLT IE 


1169。 


述 中 O, W OS 318 ED B| O, 也 表示 在 双环 面 上 的 哺 忆 (0 .由 
于 每 一 条 正则 轨道 与 图 O, 相交 ， 因 此 仅 证 正则 轨道 与 O, 的 交集 


在 0: 上 称 即 可 , g p-[ (Z), 5~0, 1,2, 8]. x iti eco, 


-了 的 正 向 轨道 将 再 与 O, 相交 ， 其 第 一 个 交点 为 小 ( 思 ,这 里 由 
O20; 是 由 
atem, M «|o, z) U [= 最) 时 
ere d, sac |2, e)u[ s 2e) 
定义 的 ， 设 人 (0 — (4 (0, m0) 3 o BJ IE i] J 9, 8 E 
6. (o) = Gi" (o), m«0) 是 wx 的 负 向 由 轨道 , 若 0, (0) n D= 2, W 
eJ X BUE ECEWOE, 3$ (6 (@) —a) Ds @, W| = 属于 
TÉGENOÉTBRM— P. S8.G0 ND=g DX 0, (o) # O, HR 
时 , 那 末 «的 正 向 X 轨道 是 在 如 中 移 的 .对 于 负 疝 当 和 也 轨道 ， 
可 和 必 类 似 讨论 ， 我 们 将 证 明 一 切 正 向 ( 负 向 ) 风 轨道 是 笛 的 ， 字 是 
对 并 轨道 也 同样 正确 ,特别 地 X 具有 非 平 凡 的 回复 轨道 . 

我 们 来 证 明正 向 步 轨道 在 Os 中 稠 ， 首 先 指出 , 由 是 一 一 对 应 
的 、 满 的 、 仅 在 有 限 集 DCO 上 不 连续 的 ， 它 保持 线段 长 度 
(Lebesgue 测度 ), 即 长 度 为 荆 的 区 间 的 像 是 长 度 之 和 为 荆 的 有 限 
个 区 间 的 和 ， 我 们 还 断言 ,由 没有 周期 点 , 且 由 的 每 一 条 轨道 交 也 
至 多 一 个 点 .、 事实 上 , 设 4E€01(wED), HU m=0 Xi p= (e) = 


e(d^ (5 ED) 的 一 个 整数 ,但 qm (2) eo me En * 其 中 mm 是 满 


R 0<n,<8 的 整数 ， 于 是 wp 十 mas 二 mw ge Bs, EC OR, PI 


mens gp mj, JE 已， 这 是 矛盾 的 , BIER o/m 是 无 理 数 ， 其 次 ， 
我 们 仿效 f45] 中 的 想法 去 证 明 ， 若 由 是 圆 上 具有 上 述 人性 质 的 映射 
时 , 那 求 正 疝 ( 负 向 ) 由 轨道 是 稠 的 , 这 是 下 而 权证 明 前 (与 全 的 
BNI. 

GQ) # FCO, JE BUD) = P Br RB C SERI, Huk F 
一 04， 假定 p+O, Bi e€ O, 也 的 边界 点 ,因为 上 (下 一 也 以 
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XR OD IHASRUBUETRUS, BED o1 0) 或 为 也 的 边界 点 或 
为 卫 中 元 素 。 因 为 下 仅 有 有 限 个 边界 点 , 且 册 没有 周期 点 , 所 以 
容 在 正 整数 使 得 小 "(wm) CD. 28906, 32 p) 是 耳 的 边界 
点 ,要 么 oED， 寺 是 存在 一 非 负 整数 j BUG) CD. BE, Ñ 
fE A (y) ED, 这 里 y 一 站"(w), 这 与 上 面 列 举 的 溃 的 性 质 之 一 
TE. 故 了 一 O41. 

(2) 车 ICO, 是 闭 区 间 ， 那 末 存在 一 个 正 整数 mw 使 得 
Ü)MAGD = cr。 特 贡 地 ,对 于 每 一 sEOu 0, (3888. 0-2 是 
再 的 证 明 完 全 类 似 ， 设 8 一 (27) UD, 此 处 OT 是 工 的 边界 ， 对 于 
#8— sC B,# 

8 四 -人 JG) £I—0I, 31 —01 az>0, 
inf(smO0;J^(s) CI-01), RCETDE. 


我 们 能 够 28 r= 工 ,这 里 I 是 两 两 内 部 不 相交 的 闭 区 间 , 且 


(Jat; @D U 44492), o€ B, B(z) «est. 


AET4I— j, U winfinz-0, JT n I (0), 我 们 要 证 ww 是 有 限 
的 ， 候 发 不 然 , 那么 对 一 切 0<na<m,# UIT l = @, ROS 
BÜRE4 ULDISgIEBTICI 我 们 将 有 池 有 限 ， 但 
本 对 mw>0 不 可 能 都 不 相交 , 这 是 因为 ， 这 些 集合 (区 间 的 有 限 
和 ) 中 每 一 个 的 长 度 与 五 相同 ， 我 们 推 得 思 必 是 有 限 的 、 志 论证 
的 第 一 部 分 ， 我 们 亦 可 断言 L, I, …， 册 “7 是 两 责 不 相 
交 的 ， Ki, WUDGEWEQCULCI, WR BQCULOISO, 在 
ror 内 部 存在 一 点 2E 红 .由 人 的 定义 ,对 0<i<n d (e) £ 
I, Rj"(Q)JRXEIL-IMPHE. BL B e€ B, Bí bl k 8 r n;= 
BG), SIC JE B, 因为 b (e) CERE Da Co eor in 8, 


因而 它 不 属于 L WN. Se FoU L, BAR GOCE, 


因为 小 ! 保持 区 间 的 长 度 ， 所 以 光 ? 了 = 了 了， 由 (了 ,我 们 有 了 一 
Ca，(2) 证 毕 . 


DIM 


我 们 建议 读者 去 证 明 这 个 向 最 场 X 能 被 Morse-gmale 向 3k 
3e. 

例 19， 我 们 扼要 地 描述 一 个 环 面 P+ 上 具有 非 平凡 回复 轨道 
与 源 点 的 O"( 甚 至 是 解析 的 ) 向 量 
场 的 例子 ,这 是 Cherry 给 出 的 ， 称 
3g Cherry Wi. 这 个 向 晤 场 的 构造 
是 相当 复杂 的 ， 它 将 在 这 一 章 来 的 
秦 录 中 作出 来 ， 我 们 将 用 对 边民 也 
的 平面 上 的 正方 形 来 表示 环 面 . 
Cherry 3o 卫 有 一 个 源 点 ， 下 以 及 
Eus TOP TULIT 
E 57 Eo. Scis Eos "om 
ËJ o IRS S y: Ny, UBXSXHETG, NIE X J 
Kupka-Smale 场 .正如 我 们 将 在 这 一 节 来 尾 和 看 到 的 , X fM 
有 圾 点 联结 的 向 量 场 逼 近 ， 图 80 表示 在 T? 上 的 Cherry 场 . 

我 们 考虑 与 X 勾 断 相交 的 回 O, O FoU D AS UA 
f, 设 冯 是 紧 致 的 二 维 流 箔 ， 了 是 M 上 具有 了 双 曲 吸 引子 的 向 量 
3e W DES Y 的 渊 点 的 圆锥 ， 它 的 边界 好 5 Y 义 断 相交 . 
BBA A: OSO 粘 2 一 了 到 到 - 方 上 ， 我 们 得 到 流 形 
Ë. SH X, 了 以 及 上 述 的 恒 同 ,在 H EARS IN URS X, RN 
非 平 凡 的 回复 加 道 ， 利 用 这 个 方法 我 们 能 在 除 球面 、 投 影 平 面 、 
Klein 瓶 以 外 的 二 维 流 形 上 构造 具有 非 平凡 回复 轨道 的 向 量 蕊 . 
在 球 画 .投影 平面 ,区 Jein 瓶 上 一 切 回复 轨道 都 是 平凡 的 ， 在 球 而 
以 及 投影 平面 上 这 个 事实 可 用 Poincaré-Bendixson 定理 证 明 , 在 
Klein J [ [56] rh r EB]. 

定义 EXCAT*OD, SIN KECM XT X 的 极 小 集 ， 
只 要 OKQRHS. 2200 E 3: T X. 是 不 变 的 ， 硬 且 不 存在 具有 二 
述 性 质 的 K WET. Ë K RE X Bs RG 3, RH EK É 


我 们 指出 , 若 K 是 极 小 的 , 7 是 包含 在 K 中 的 轨道 ， 那 来? 
ET 


是 回复 的 ， 这 是 因为 (7) 是 闭 的 , 非 空 的 和 在 :下 不 变 的 ， 以 
Ro(y)cE, TEoQ)-KEoy 244aQ)—Y. . 
2.25132. 设 FM 是 闭 的 、 非 空 的 且 在 X, FARZERS, GAS X € 
时 "(MM), 那 末 存 在 极 小 集 K CF. 

uh 设 儿 是 万 的 在 了 :下 不 变 的 闭 子 集 的 集合 ， 我 们 在 
S pad HUE A, BCZ, B. ACB, SOR A«B, RUE 


(A) 是 开 中 的 全 序 族 , 由 Bolzano-Wesierstrass 定理 ,fo A, Jil 


eut, der as 是 闭 的 和 在 了 ,下 不 变 的 , 它 属于 Z, 因而 它 是 
(A) 的 下 界 ， 根 据 Zorn Ut 在 天 中 存在 极 小 元 素 ， D 

我 们 必须 指出 关于 极 小 集 的 下 述 重 要 事实 ， 虽 然 除了 在 附录 
中 介绍 了 完整 措 述 的 Oherry 8E BUT, 它 在 本 书 的 正文 中 没有 被 用 
到 ， 在 [16] 中 Denjoy 指出 了 在 环 面 了 上 具有 不 同 于 2 Bde 
凡 的 极 小 集 的 O) 向量 场 ， 另 一 方面 ，Denjoy 29 与 Bchwartzpo 
证 明了 在 AP EO! 向 量 声 的 极 小 集 要 么 是 平凡 的 ， 要 么 是 整个 
M, 且 在 后 一 种 情形 中 ,天 ? 一 定 是 环 闻 ， 因 此 , 一 条 轨道 的 w- 极 
限 集 要 么 包含 奇 点 或 闭 轨 , 要 么 是 Pa， 关 于 Denjoy-Schwariz 定 
理 的 着, 读者 可 参看 [81] 


TZ 


图 给 


定义 ， 关 于 Xc2r(M5S Jet M 的 连通 的 闭 子 集 , 它们 
是 由 鞍点 与 分 界线 组 成 的 , B. E, 

《1) 图 的 每 一 分 界线 的 四 极限 集 与 “极限 集 是 鞍点 ; 

(2 在 图 中 每 一 般 点 至 少 有 图 中 一 条 稳定 与 一 条 不 稳定 的 分 
5. 
例 ， 图 381 和 82 对 在 及 ?的 一 举 标 卡 上 的 向 量 场 给 出 了 图 的 
四 个 例子 . 

2.842. DX € 0m ets PA 3 AS H Et, 9X RR 
有 平凡 回复 轨道 ， 那 末 任 一 轨道 的 中 极限 集 是 临界 元 素 或 是 一 张 
图 ， 对 于 o- 极 限 集 有 类 似 结论 ， 


Ds 


证 明 ， 选 取 于 的 任意 轨道 % 并 且 假定 o(7) 不 是 临界 元 素 ， 
显然 w(7) 不 能 包含 吸引 的 奇 点 与 闭 轨 ,不然 它 将 是 这 些 临界 元 素 
之 一 、 另 一 方面 ，@(?) 必 须 包 食 通 点 。 这 是 因为 在 o) 中 极 小 
集 必 须 是 临界 元 素 , 而 且 我 们 已 经 处 理 了 oG) 是 琢 引 奇 点 与 闭 轨 
揭 可 能 性 ， 于 是 (7) 包含 鞍点 ,并 且 因为 它 不 仅 是 一 个 奇 点 ,所 
以 它 远 包含 鞍点 的 分 界线 ， 显 然 , 在 o Cy) 中 的 分 界线 的 数目 是 有 
Rug. 

首先 我 们 假定 o (7) 中 的 每 一 分 捧 线 有 唯一 的 鞍点 作为 它 的 
性 极限 集 ， 我 们 要 证 明 o 2) 是 一 图 ， 我 们 断言 存在 包含 在 w(?) 
中 的 图 , 事实 上 , 设 ct<o(?) 是 鞍点 且 y, 是 包含 在 o (y) 中 的 os 
的 不 稳定 分 界线 、 设 0 一 wys) Ek ya 是 包含 在 (7) 中 oa 的 
不 稳定 的 分 界线 , 等 等 ， 因 o) 仅 有 用 限 条 分 界线 ， 这 一 过 程 将 
在 w(7) 中 给 出 分 界线 的 序列 yp yaa, s mm T 使 得 o (y) 一 
wyir0， 这 就 定义 了 一 张 图 . 

设 G 是 w(?) 中 的 极 大 图 , 即 在 o (y) 中 不 存在 任何 包含 对 的 
图 , 我 们 断言 oG) = G、 否 则 , 存在 鞍点 Z, CG 以 及 cx 的 不 稳定 
的 分 界线 为 ,它们 不 属于 G. GUESS G = e) 以 及 ca 的 分 界 
线 为 Co(y)， 不 断 地 进行 这 样 的 推 证 , 我 们 得 到 序列 4，…，Gu 
使 得 对 于 某 个 j<h 94 一 5 或 FsEG， 无 论 那 一 种 情况 ， 我 们 在 
eQ) 中 得 到 图 多 它 真 包含 6 EE EG SEK G, Gy 以 及 分 
界线 为 , …, 2-1 的 并 ， 这 与 8 是 极 大 的 图 矛盾 、 于 是 oz) 一 
a, 

其 次 ,我 们 假定 存在 分 界线 为 Co(y)， 其 极限 集 不 只 是 一 
AR, PE o (G) co() 且 因为 ~. 切 回复 轨道 都 是 平凡 的 ， 所 
BL o OR a. # oG) 仅 包含 唯一 的 通 点 作为 极限 集 的 
分 界线 , 那 末 根据 上 面 的 推 证 ,w (和) 是 图 ， 这 个 图 亦 是 7 的 极 
限 集 ,而 w(?) 24, 这 是 不 可 能 的 于 是 , 必 存 在 因 Co(3o) , 它 的 
极限 集 不 只 是 唯一 的 奇 点 ， 且 @(Ga) co(o Co(7)， 继 续 这 样 
OW, 我 们 将 必定 找到 分 界线 y Co (y) , ERE o0) 277, 这 是 因为 
分 界线 的 数目 是 有 限 的 .但 是 , 由 于 不 存在 非 平凡 的 回复 轨道 , 这 
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是 不 可 能 的 ， m 

diit. # X CAT (M?) J& Kupka-Smele 场 ， 并 且 它 的 一 切 
回复 轨道 县 平凡 的 , HI X. 是 Morse-Smale Jr. 

证 明 、 根 据 上 一 命题 , 任何 轨道 的 极限 集 是 临界 元 素 ( 它 的 
极限 集 亦 同 样 ), 这 是 因为 不 存在 鞍点 联结 , 因而 不 能 有 任何 图 ， 
剩 下 来 要 证 , 仅 存 在 有 限 条 的 闭 轨 这 由 理 3.1 中 对 于 un 
况 的 掩 证 可 以 证 明 . 

我 们 现 转 到 证 明 当 M? 是 定岗 的 时 候 ， 任 意 X € r (5) 能 
被 Morse-Smale ji Et BET, 为 此 ,我 们 将 提出 一 个 邻近 三 的 场 
了 ,具有 如 下 的 性 质 : 存在 了 的 邻 域 VOS OD), 使 得 任意 ZE 
久 仅 有 平凡 回复 轨道 。 于 是 , 我 们 用 Kupka-Smale 3 Z € 4 8 
近 了 .根据 上 面 的 推论 ，Z 是 Morse-Smale 的 . 

我 们 要 应 用 下 面 两 个 引 理 , 它们 的 证 明 将 在 这 一 节 末 尾 给 出 . 
2.45118, # X € 7029 是 无 奇 点 的 向 量 场 , 那 林 X 能 被 包含 
闭 轨 的 向 量 场 了 33e. 

2.5 引 理 .假定 AP 是 定向 的 ,车 X cA OP dA, BEP: 
点 都 是 双 曲 欧 ， 又 设 X 存在 非 平凡 的 回复 轨道 ， 那 末 X 能 被 比 
x 具有 更 多 鼓点 联结 的 向 量 扬 了 33D. 

2.6 定理 ， 对 二 可 定向 的 MA, Morse-Smale 场 是 在 和 7 (MP) rh fl 
密 的 . 

证 明 . RR XCAT (OP), ZEB RIETI X, BUD 
总 能 假定 , X 仅 有 双 曲 奇 点 . 

情况 1. X Waya. 因为 Mt 是 可 定向 的 ， 所 以 它 必 须 是 
环 面 22. 

由 下 理 2.4, X 能 被 具有 闭 轨 的 场 苹 : 冰 近 ,由 第 三 章 的 引 理 
2.5， 我 们 前 用 具有 双 曲 闭 轨 y M36 Y HDE Xi BLS Y WAS 
点 ,所 以 7 不 色 图 T* 上 的 罗盘 , 因而, 7? 一 y 是 一 柱 面 ,于 是 了 仅 
有 平凡 回复 轨道 ， 因 为 邻近 了 的 每 一 扬 也 有 闭 轨 , 所 以 这 样 的 每 
一 场 具有 同样 的 性 质 ， 我 们 在 工 阶 近 取 npka-8Smale 向 量 场 
Z 根据 命题 2.8 的 推论 ,GZ 是 Morso-Emalo 向 量 场 . 


69 


情况 2. X cn ET ROBUST. 

设 7 REUSMORBUERIAMRA, 我们 说 7 是 稳定 化 的 ， 车 
co(y) 是 双 曲 豚 引 子 ( 奇 点 或 闭 轨 )、 类 似 地 , 较 点 的 稳定 分 界线 是 
稳定 化 的 , 车 它 的 a 极限 集 是 双 曲 排斥 的 

CD # X 的 一 切 远 点 的 分 界线 是 稳定 化 的 ， 那 么 节能 被 
Morse-Smale 向 量 场 逼近 . 

事实 上 , 存在 X 的 邻 域 WY, 使 得 任意 了 E 啤 的 所 有 分 界线 都 
是 稳定 化 的 ， 因 此 由 引 理 2.5， 这 些 扬 仅 有 平凡 的 回复 轨道 ， 现 
用 Kupka-Smale [J 3⁄2 Y € 4r 法 逼近 宇 ， 由 命题 3.38 的 推论 ， 
Y 是 Morse-Smale 的 . 

(2) 若 互 有 非 稳定 化 的 分 界线 , 那 末 能 被 比 X 多 一 个 稳 
定 化 的 分 界线 的 向 量 场 了 逼近 . 

证 明了 这 个 断 育 , 这 个 定理 的 证 明 也 即将 完成 , 这 是 因为 仅 存 
在 有 限 多 条 分 界线 ,经 过 一 个 一 个 地 “稳定 化 ”这 些 分 界线 , 最 后 化 
Bota QD. 

dk V É X ASIA, 使 得 每 一 了 E 多 的 稳定 化 的 分 界线 的 数 
目 不 少 于 三， 由 引 理 3.5， 我 们 能 用 仅 具有 平凡 回复 轨道 的 卫 E 
A kim 互 .这 是 因为 能 被 联结 的 鞍点 仅 存 在 有 限 个 . 

这 里 分 四 种 可 能 去 讨论 : 

(o) 了 没有 逻 点 联结 ， 设 7 是 关于 了 的 鞠 点 的 非 稳定 化 的 
分 界线 ，( 若 不 存在 如 此 的 7, 了 已 经 满足 (DD，) 那 玉 aG) (或 
a(y)) 是 非 双 曲 闭 轨 ， 我 们 用 如 EV 来 遂 近 了 了 , 这 里 使 这 一 闭 
轨 成 为 双 曲 的 ， 因 而 2 的 对 应 的 分 界线 稳定 化 了 

(D 了 有 一 图 ， 是 某 个 轨道 的 o- 极 限 集 (或 -极限 集 )， 考 
中 图 上 的 正则 点 二 的 匀 断 截 痕 S. 因为 存在 轨道 y， 甘 中 极限 集 
(或 极限 集 ) 包 食 岂 所 以 ? 必 交 日 于 序列 mm->?、 对 于 充分 大 的 
5, SGÉ y YE ax 与 avi Z IRL ILE 8 BI AR BE (a, av) 以 及 图 包 济 
AGE ACM, A RUBCPM IER. 设 也 是 包含 p 的 小 流 甘 以 
及 设 AY 是 在 为 上 的 Cr 小 商量 场 , 它 在 五 的 所 有 内 点 与 工 勾 断 
相交 , 而 在 F 之 外 等 于 零 , 如 图 85, 
ume 


[ 
ZZ 


E 33 


# Z=Y+AY, HOMO p€o Q) W, Ab 1204 Z((A)C A, 
3 的 分 界线 (或 在 第 二 种 情况 中 为 cs BJ 3 RER) 在 扰动 前 包含 在 
图 中 ， 在 扰动 以 后 便 进入 贺 环 ， 于 是 这 分 界线 的 % 极 限 (或 « 极 
限 ) 变 成 向 量 场 乡 的 在 圆 环 中 的 某 个 闭 办 ， HS Z f À h t 
次 点 ,所 以 这 个 事实 可 由 Poincar6-Bendixson 定理 得 到 、 借 助 于 
向 量 场 2 的 进一步 扰动 , 可 使 这 个 闭 轨 成 为 双 曲 的 ， 利 用 这 种 方 
法 , 继续 稳定 化 其 它 分 界线 、( 若 PEabY), PU ISO OR Z,.) 
(e) Y 有 用 闭 轨 凝 来 成 的 图 ,如 图 84. 
由 于 图 以 及 充分 邻近 于 图 的 闭 轨 所 包 图 的 圆 环 A, 使 情况 (o) 
与 情况 (b) 完 全 相似 。 
Nl. 


图 35 

(2) 现在 讨论 最 后 一 种 可 能 性 ， 设 7 是 鞍点 联结 且 S 是 过 点 
pE7 的 匀 断 截 痕 , 如 图 85 所 示 . 

我 们 考虑 一 个 小 开 区 间 (a, p) CS. (a, p) 的 一 切 点 都 有 相 
同 的 w 航 限 ,它们 是 甬 引 奇 点 或 闭 轨 ， 我 们 措 击 , 若 对 于 充分 小 的 
(a, ,这 种 情况 不 发 生 , 那 末 必 为 (b) 或 (0) 所 描述 的 情况 ， 事 实 
上 ,车 了 不 归 入 依 况 tb), 那 末 (4, 区 中 每 一 点 的 中 极限 是 奇 点 或 
BU. Wi HER y 外 不 存在 鞍点 的 稳定 分 界线 凝聚 在 2 点 ,这 是 因 
为 这 样 分 界线 的 o 极限 集 将 包含 7, 从 而 我 们 将 处 于 情况 (D)， 因 
此 在 (6, 共 上 每 一 点 的 和 极限 是 一 吸引 的 奇 点 或 一 闭 轨 .因为 9 
RAI LESER CEU CCRERCARUR ()) , Br Eit (e, Pp) 上 一 所 点 都 
有 相间 的 w 极 跟 , 我 们 用 口 来 表示 它 . 

ARTE, 我 们 扰动 向 晶 场 使 01 的 不 稳定 的 分 界线 的 极限 
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HEÀ o, o 是 吸引 的 奇 点 ， 那 么 我 们 就 多 稳定 化 了 一 条 分 界线 . 
若是 闭 轨 , 那么 必要 时 我 们 可 进一步 扰动 使 它 成 为 双 曲 的 ,于 是 
也 得 到 比 原 来 向 量 场 多 一 条 稳定 化 的 分 界线 这 就 结束 了 这 个 
定理 的 证 明 . 

在 证 明 引 理 2.4 与 引 理 2.5 之 前 ,关于 非 平凡 的 回复 轨道 ,我 
们 将 作 一 些 说 明 . 

EXC Um, Bà y XXE UN o EL ESUE. SUN, 
过 任 一 点 2E7, fidet X 勾 断 相交 的 图 . 

事实 上 , 让 我 们 考虑 包含 Pp 的 一 流 昔 Fs, Ut ab 5j od 3228 Fi 
中 与 X 匀 断 相交 的 边 . 因为 2Eaw(?7)， 所 以 ?无限 多 次 与 吗 相 
交 . Vk p 是 7 绕 加 与 6 相交 的 第 一 个 点 、 取 包含 轨道 弧 gop 在 
VIDERE Fo, 我 们 假定 在 ab E pi 点 在 和 点 之 下 , 见 图 36. 在 其 
它 情 况 下 圆 的 构造 也 是 类 似 的 ， 车 MT 是 可 定向 的 ， 则 我 们 能 在 
Ts 中 找到 X 的 轨道 弧 , 它 从 o@ 的 位 于 go 之 上 的 点 四 出 发 与 o8 
相交 于 Pp 之 上 的 点 p. TE Fs 中 , 我 们 能 作 弧 qipa, Xo ps dE e 
之 上 ,但 在 po 之 下 , Jl qup 3 X 勾 断 相交 的 ， 且 在 终点 有 正 的 
斜率 ,如 图 97. 现在 我 们 在 B ` 
F, 中 用 联结 ps 与 多 ， 包 会 
pH. X 匀 断 相交 的 弧 #E 
成 所 要 求 的 圆 ， 这 个 弧 必 须 
Erg dE YE Vi 
点 有 相同 的 斜率 . 图 37 


“478 


3k M° 是 不 可 定向 的 情况 下 ， 我 们 留 给 读者 去 构造 上 面 记述 
的 名 断 相交 的 癌 , 在 这 种 情况 下 , 必须 考虑 7 与 ab 的 依次 相交 的 

我 们 用 O 表示 过 2E7 与 互 匀 断 相交 的 加， 设 DCO 是 由 
O 上 那些 正 向 轨道 回转 来 再 与 〇 相交 的 点 组 成 的 子 集 ， 定义 
Poincaró 映射 P。，D->0， 这 个 映射 把 D 上 每 点 = 瑞 到 “的 正 向 
轨道 与 CO 的 第 一 个 交点 。 用 管道 流 定理 ，D 是 开 的 ， 于 是 D=O 
或 力 是 DD 是 并 区 间 的 并 假定 DO 目 设 (wx aa) 是 五 中 的 最 
大 区 间 , 我 们 证 明 wa) 是 鞍点 ， 且 w(oa) 亦 是 . 车 o (a) 是 一 奇 
JR, 它 必 是 贰 点 ， 这 是 因为 漳 点 也 吸引 a 附近 的 轨道 然而 每 一 条 
从 (ems qa) 出 发 的 轨道 要 回转 再 与 0 相交 ， 因 此 只 要 证 明 (a) 
不 包含 正则 点 即 可 ， 假 设 不 然 , 设 w 是 wm) 中 的 正则 点 , S Xx 
s X SDNDEMUEUR. HrPeCo(a), w EIL TE S 56 
穷 多 次 ， 另 一 方面 ,车 9E (Gr, as) , IO S 5 X 勾 断 相交 以 及 
Sul aP (g) 是 紧 致 的， 所 以 gP(g) 与 8S 相交 的 次 数 全 是 有 限 
的 。 由 管道 流 定理 , 这 个 数 太 在 g 的 邻 域 上 是 常数 ， 又 由 于 (et 
Gs) 是 连通 的 , 它 在 整个 区 间 上 也 是 常数 .将 管道 流 定理 应 用 于 a 
的 正 向 轨道 切割 Sa> N 次 的 一 弧 ,我 们 在 (az, ga) 上 找到 一 些 点 ， 
它们 的 正 向 轨道 在 回转 到 O 上 之 前 相交 S 至 少 k. 这 是 矛盾 
的 .这 就 证 明了 (m0 必 是 鞍点 .类 亿 地 , 可 汪 o (a) Zi REB 

TE D j& O 中 开 区 间 的 有 跟 和 , 这 些 区 间 的 端点 属于 鞍点 的 
稳定 分 界线 . 车 我 们 考虑 卫 (3t gue 也 “关于 一 X Bj Poincaré 
映射 )， 其 定义 域 是 开 区 间 的 有 限 和 , 区 间 的 端点 属于 鞍点 的 不 稳 
定 的 分 界线 . 

我 们 要 指出 ， 若 Poinear6 映射 是 定义 在 整个 闻 O 上 ， 那 末 
M 是 环 而 2" 或 Klein 瓶 K7, SESS, 容易 看 出 ,由 O 浸润 的 集 
f UL a X,(O) 是 开 的 又 是 闭 的 , 因而 它 与 及? 相合。 因此 ,向量 
场 X 没有 坷 点, 这 就 证 明了 我 们 叙述 的 事实 ， 我 们 有 对 "一 2 到 或 
ACER P ae 人 的 定向 与 否 而 定 。 若 P，O-~>O 3, 
那 末 卫 有 不 动 点 。 这 个 不 动 点 对 应 于 也 的 一 闭 轨 7， 这 一 阅 轨 
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不 能 包围 在 及 * 中 的 一 罗盘 ,于 是 Kay 是 M6bius 带 , 这 证 明了 
X ON REI gua. 

引 理 史 .和 的 证 明 . 车 互 有 闭 轨 , 引 理 自然 成 立 ， 若 部 没有 
FL, 那 末 它 有 回复 轨道 Y 且 下 ?一 T3， 取 pEY， 且 设 C 是 过 p 
的 甸 断 相交 的 加 4 O, = X 4(0), 0s 一 耻 ;(O), WR 870 是 充 
分 小 的 , 显然 O, 与 0s 是 与 子 匀 断 相交 的 , 92 8 18 p By E F, 
它 的 边 位 于 Ca 与 Os B, 且 与 X 勾 断 相交 . 

我 们 定义 了 :Do~>Oz， 它 把 0 B fi i o BRIT RUE 向 轨 
ES Oi 的 第 一 个 交点 、 如 我 们 已 经 看 到 的 , 卫 是 合理 定义 的 且 是 
保持 定向 的 ， 所 谓 保持 定向 ， 是 指 对 于 给 定 的 Os 的 定向 , 映射 P 
上 与 也-m，0s>01 在 O, 上 导出 同样 的 定向 ， 现 设 全 一 已 (go) = 
P(@-), 其 中 q = Xo(p).. ETEREPÀ w 使 得 mm 一 po 我 们 能 假定 
每 一 和 rs 在 ab 上 位 于 po 之 下 ， 见 图 38. 


图 38 


考虑 一 族 向 量 声 ,2 (u) = X o euY , 2 HL a>0, 0<u<1, EY. 
YEF 1885 X 匀 断 相 交 ， 其 方向 向 上 而 在 也 之 外 为 零 ， 著 6 是 

JM, AER Z QOXE— 01 Oui 邻近 于 X. 
现在 ab. ETE RE— TA po 为 内 点 的 闭 区 间 工 WJ Kec I, 
H5 F sh a € T 1; e B Z (QD) 的 正 向 轨道 与 O03 的 交点 疗 的 垂直 
ERN, BD91I 23809, PODARCAMEERDÉSTE k h [E o0. RTB 
育 ， 对 某 个 60<us1, gw) 的 过 多 的 轨道 是 闭 的 ， 事实 上 ， 央 为 
"me 


对 任何 % 在 之 外 帮 有 2 = 下， 所 以 我 们 能 定义 ， »G0- 
P(@-i00), 3 E. bz, go(u) = go B. qr (0) JE ps-1 (u) E04 的 
正 向 轨道 第 一 次 与 O, 的 交点 . 

固定 一 数 % 4108 pm P'(qo) 在 po 之 下 , 且 到 pr 的 距离 小 于 
p. 

我 们 指出 ，pr(w) 与 %( BESE4KEB T u, 对 于 充分 小 的 必 
qiu) Rte I Zn Ha po 之 下 , 它 的 高 度 随 芯 增 加 ， 同 祥 地 ,ge 
是 在 go ZF, 它 的 高 度 随 芭 增加 ， 于 是 ,要 人 么 mio) 一 po， 对 于 某 
^us € (0, 让， 要么 对 于 一 切 %w€ (0, 了 p(w €I. 在 第 一 种 情况 
下 ,gi(Uo) 是 在 go 之 上 ,于 是 存在 wau, (818 qua) qo， 在 第 二 
种 情况 下 , qi(1) 是 在 go 之 上 , 这 是 因为 从 (tl) 到 po 的 距离 小 于 
Pp， 于 是 存在 如 <1 使 得 gi) 7 ao. 无 论 那 种 情况 ,向 量 场 2 (ua) 
LEE GEM ` n 

引 理 2.5 的 证 明 。 首 先 ,我 们 将 证 明 ,若是 非 平凡 的 回复 
轨道 , 则 存在 稳定 的 分 界线 兹 了 育 Y， 即 存在 稳定 的 分 界线 ys, 使 得 
e(y)2v. Bu&pCy UE GE 33 X Ao SE EIL O, i P. 
DcO0—0 是 定义 在 DD 上 的 Poincar6 映射 ， 我 们 有 DO, ql 
XOGENGWAR. By 不 是 由 稳定 分 界线 凝聚 的 , 即 假设 存在 O 中 
的 区 间 I, 它 包含 p， 与 稳定 的 分 界线 不 相交 . 设 ICO 是 具有 这 
种 性 质 的 最 大 区 间 . 因为 ?是 回复 的 且 2E7?, 故 存在 某 个 整数 
上 >0， 使 得 Pr《p) TIT。 于 是 区 间 了 一 PP(7) 包 食 在 工 之 中 ， 这 
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是 因为 , Hm P )cningeg. B— J, Jl, 38 
来 了 将 包含 一 区 间 , 了 的 端点 之 一 将 是 它 的 内 点 : 凡 为 工 是 与 稳定 
分 界线 不 相交 的 最 大 区 间 , 记 以 J 包含 稳定 分 界线 的 点 ， 这 些 分 
界线 在 流下 是 不 变 的 ， 因 此 它们 在 Pr 下 记 是 不 变 的 ， 江 且 由 于 
7 一 妃 ( 丰 ,推出 工 也 包含 鞍点 的 稳定 分 界线 上 的 点 ， 但 这 与 工 的 
定义 矛盾 ,于 是 Pr(I) cI， 由 此 ,我 们 能 构造 包含 p 的 区 域 4, 同 
有 是 于 圆 环 且 在 X,G2>0) 下 不 变 ， 见 图 40, 因为 ?不 能 是 4 中 的 
非 平 凡 的 o- 回 复 轨 道 ,所 以 这 是 记 导 的。 于 是 y 实际 上 是 用 某 条 
稳定 分 界线 y» BORN. 

我 们 还 断 盲 ，y 是 用 某 条 非 稳定 分 界线 凝聚 的 或 它 自身 是 不 
稳定 的 分 界线 .事实 上 , 假设 此 断言 不 对 ， 著 第 二 种 情形 不 发 生 ， 
同 前 面 情况 一 样 ， 考 虑 点 2gE7 以 及 在 O 中 包含 2 的 与 不 稳定 分 
界线 不 相交 的 最 大 开 骤 了 ， 因 为 7 是 -回复 的 , 所 以 在 在 一 整数 
>0, 使 得 P*(D DIO, BWEdCT qc, P'(g) 是 有 定义 的 
且 P™Y(g) ETI， 有 两 种 可 能 性 要 考虑 .车 已“ 不 是 定义 在 整个 弧 
工 上 , 那 末 存 在 一 点 zEI, 它 的 负 向 轨道 终结 在 鞍点 ， 特 别 地 , # 
在 某 个 不 稳定 分 界线 y, B eC Ey, XE SUR I BE X2I. 5— 
种 可 能 性 是 一 在 整个 弧 工 上 有 定义 ， 在 这 种 情况 下 ， 同 前 面 一 
样 ,我 们 将 有 了 (I) CT, 我们 希望 读者 以 这 个 叙述 去 完成 这 个 断 
言 的 证 明 . - 

我 们 要 指出 , 对 于 不 可 定向 的 流 形 , 刚刚 证 明 的 性 质 也 成 立 ， 
差别 仅 在 于 上 面 所 用 的 区 域 4 在 这 里 可 能 是 Mobius 带 ， 其 中 仍 
不 存在 非 平凡 的 回复 轨道. 

现 设 y+ 是 不 稳定 的 分 界线 ， 它 或 是 ?或 凝聚 到 7， 又 设 7 加 
是 效率 到 的 稳定 前 分 界线 。 155135 3. 和 的 证 明 相 同 ， 我 们 考虑 
H5 X 名 断 相 交 的 图 Oi X_,(O) 和 Os=X,(0). P. DcO, 
720, 是 Poincaré Vet HF 是 包含 2E7 MEE. DDR 
数 是 有 限 的 ， 所 以 我 们 能 取 久 与 六 可 能 有 的 所 有 卖点 联结 不 相 
5E 


I Wt os 和 ca 是 对 应 于 凝聚 到 ?了 的 分 界线 y: 与 7a 的 鞍点 ， 考 
am. 


图 4 


I—JE Ede Z (uy =X + suY, dk s>0, 0<u<1 B Y # F 
Pre X Aro, 其 方向 向 上 , Ee F 的 外 部 为 零 ， 若 我 
们 取 8 NN, SEX ZGOXPP— UD ue [0, 4148 X, RAE 
证 ,对 于 某 个 0<w<1, Z (u) 将 有 比 X RESET SORGE. 

我 们 在 [w, b] rb ELE EL go 为 内 点 的 小 闭 区 间 工 如 前 ， 
设 p>0 JEXUP z € T z 与 过 % 的 (1) 的 正 向 轨道 第 一 次 与 Os 相 
交 的 交点 之 间 在 也 中 的 垂直 距离 的 最 小 值 ， 设 m 与 和 分 别 是 六 
和 [w, 0] 5i ya 和 [e, 由 的 第 一 个 交点 ， 我 们 指出 ， 分 界线 弧 az 
与 cszo 不 受 上 面 扰 动 euY 的 影响 ， 见 图 42. 

在 po 邻近 取 点 EYiNT DAI 2 ya 10s, 使 得 2 与 # 的 各 
TUBBUIVT p, 对 于 某 个 整数 5>0, A o GER 入 与 01 的 第 5 次 的 
交点 ， 类 似 地 ， 对 于 某 个 整数 j>0， 点 4 表示 Ys 5 Os 的 第 了 次 
交点 ， 我 们 假定 在 了 中 是 在 z 之 下 ， 如 果 这 是 不 可 能 的 , 那么 
我 们 必须 改 取 指 向 向 下 的 向 量 场 了 。 

考 鼎 把 每 一 必 映 到 如 (的 分 界线 y: (u) 与 01 的 第 次 交点 
“(只 的 映射 以 及 把 每 一 各 映 到 Z Qu) 的 分 界线 ya (u) 5 Os 的 第 了 
次 交点 s) BIBUM, EAR z(u) s(u) 对 于 充分 小 的 以 是 有 定义 
的 ,因为 M° 是 定向 的 , z(u) 是 在 Ew, 四 ] 上 单调 增加 的 ,而 st 是 
在 [e, 四 上 单调 减少 的 
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我 们 有 两 秘 情 况 需 要 讨论 ， 首 先 假定 z(u) 54 z(u) 对 于 一 切 
YE [0, 如 有 定义 ， 那 末 存 在 woE (0, 1) 使 得 在 z(u) 与 zluo) 之 
间 的 垂直 距离 是 零 ， 这 是 因为 z(u) 与 sw) 是 连续 的 且 v—2(0) 
Ti z=z(0) ZDBSEXRERUV o. 于 是 在 ca (ua) 以 及 os (ua) Z 
间 有 一 通 点 联结 . 

更 在 假定 这 些 映射 中 一 个 , PURI e) ,不 是 对 一 切 wE Do, 11 
都 有 意义 ， 即 对 某 个 us € (0, 1), ya(uo) 358] P 的 定义 域 的 边界 
点 , 亦 即 它 所 达到 芍 点 的 正 向 谣 道 直接 趋 于 鞍点 ca， 在 这 种 情况 
下 在 gs 与 vs 之 间 岂 将 是 蒜 点 联结 ,对 于 zs(w) 不 是 对 一 切 wE 
Q0, 切 有 意义 的 情况 ， 推 理 是 类 似 的 、 这 就 完成 了 引 理 2.5 的 证 
38, 因而 也 完成 了 定理 2.6 的 证 明 . 口 

在 线束 这 一 节 时 ,我 们 指出 , 由 定理 2.6 得 出 任何 结构 稳定 的 
JER X C27 (MP) 是 Morse-Smale 的 . 


$3. 一 些 推广 


下 从 我 们 对 于 定向 曲面 的 Morse-Smale [p bo $4 98; f x 
理 以 及 对 于 不 可 定向 曲面 它 的 部 分 推广 作 一 些 说 明 . 

我 们 也 将 投 述 关于 在 任意 维 的 流 形 上 的 Morse-Smale 向 量 
场 的 开 性 与 稳定 性 ， 特 别 地 ， 在 任意 流 湛 上 都 存在 结构 稳定 向 量 


Dun 


B. MAU, Morse-Smale 场 在 三 维 或 更 高 维 的 流 形 的 向 量 场 空间 
中 已 不 再 是 稠密 的 , 这 将 在 下 节 得 到 证 明 . 然而 , 我 人 将 强调 一 种 
有 用 的 特殊 情况 ， 即 任意 紧 致 流 形 上 的 梯度 场 的 空间 ，Morse- 
Smale 向 量 场 是 在 这 个 空间 番 的 . 

我 们 首先 指出 , 在 引 带 2.5 的 证 明 中 , 我 们 不 能 保证 , 扰动 以 
后 记 考 虑 指头 几 个 著 点 之 间 存 在 鞍点 联结 ， 这 就 使 得 我 们 提出 如 
下 间 题 , 设 y. 总 了 GE 和 "9 的 鞍点 不 稳定 的 分 界线 , ys 是 鞍点 
的 稳定 的 分 界 组 . 假定 o (y) Dye OO X o (y Nalys) 7-2. 3€ 
知道 在 并 的 Cr 扰动 之 二 是否 可 能 联结 这 二 条 分 界线 是 一 困难 的 
问题 ， 这 个 问题 当 Y 关 工时 无 论 对 于 M? 是 定向 的 还 是 不 可 定向 
的 ,都 没有 解决 . 

当 MP 不 可 定向 时 , 证明 Morse-Smale 疡 在 A^ "(M*) pitis 
的 困难 , 在 于 引 理 3.5 的 证 明 。 在 这 种 情况 下 一 切 其它 事 实 都 是 
成 立 的 ， 在 不 可 定向 的 情况 下 ， 这 个 问题 没有 解决 .这 个 问题 无 
论 它 的 答案 是 肯定 的 ， 还 是 否定 的 都 是 有 趣 的 .虽然 否定 答案 是 
令 人 惊奇 的 ， 在 这 方面 ,一些 已 经 取得 的 部 分 结果 如 下 : 

QD) 无 论 M° 是 可 定向 的 , 还 是 不 可 定向 的 , Morse-Smale 向 
Eee 27 OD) rh f. Pagh 应 用 我 们 后 面 将 依 述 的 封闭 性 引 理 
得 到 了 这 个 结果 。 限制 于 0 拓扑 是 由 于 到 目前 为 止 封闭 性 引 理 
侈 仅 是 对 于 这 种 情况 被 证 实 的 . 

(2) 易 团 到 ， 对 十 全 ?CP”), ?之 1， 这 个 定理 是 成 立 的 ,这 里 
P 是 投影 平面 , 这 是 因为 在 P* 上 ,如 同 球 茵 5 的 情况 一 样 ,向 量 
场 不 存在 非 平凡 回复 轨道 ,对 于 工 lein 瓶 K? fusi HE 8 0315 90, 
这 是 由 Markley 在 店 61 中 证 明了 的 、Gutierrez P? 对 于 下 ?情况 
简化 了 证 明 , 并 县 证 明了 在 专 格 比 K? 大 一 的 不 可 定向 的 流 形 T 
+, 即 在 带 有 一 个 交叉 帐 的 环 而 上 非 平凡 回复 轨道 是 “可 定向 的 ”， 
于 是 我 们 前 面 对 于 可 定向 流 形 的 证 明 亦 可 应 用 到 这 种 情况 , 入 此 ， 
当 2 是 定向 或 Ma= Pa, K*gk DP, XF-4E n1, Morse-Sroale 
t) de AUI CUP h E 58838 69. 

我 们 现在 应 用 封闭 性 引 理 , 对 于 27 OM?) GORWERR, 
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封闭 性 引 再 sm， 设 Mr" 是 紧 致 的 ma 维 泥 边 流 形 ,牙关 E 
^00), BR y B X BAGUE, AE pCYDUL 60, 
MF Y er QU), W) [Y —X loco, 88 Y M p HORAE 
Bal. , n 

这 个 封闭 性 引 理 的 证 明 ,即使 在 曲面 俏 澡 下 也 是 极为 亲手 的 . 
就 可 微 类 而 言 ,对 于 任意 的 + 之 2 以 及 w>>2, 问题 没有 解决， 

在 曲面 1? 的 情况 中 ， 由 非 平凡 回复 轨道 构造 的 闭 轨 不 可 能 
包 国 某 个 国航， 这 是 因为 存在 匀 断 相交 于 场 且 不 包装 加 盘 的 加 ， 
如 同 我 们 在 这 一 章 第 二 节 中 所 构造 的 一 样 , 

3 定理， 无论 2" 是 可 定向 或 不 可 定向 的 , 由 所 有 Morso-Smalo 
向 量 场所 组 成 的 于 集 在 47 I) bg. 

TEB. RUISAEN, IEEE X C AH OUO RE AGER 
I8 3 UDIN Kupka-Smalo [9 Roe Df, 于 是 定理 将 由 命题 2.8 
的 推论 直接 得 证 . 

在 X BIR Kupka-Smale 46 X°, 32 X" AGE JL 
AUGE, ELE SER. HRUAUB 瑟 " 的 非 平凡 回复 轨道 o 以 及 点 
p€, 利用 圭 闭 性 引 再， 在 下 "附近 存在 X, X, JURE p MIRI 
SL os, 现 用 在 04 WET BUR BO of 的 区 npka-Smale 向 量 场 X1 
ORE X. 38 X1 仅 有 平凡 回复 妆 道 , OX 是 Morae_Smale 
UU, TU, B X; 开始 ,重复 上 面 的 过 程 , 但 在 ot 的 邻 城中 
到 没有 改变 ， 我 们 晰 言 ,这 个 过 程 的 步 又 是 有 限 的 , 它 以 多 为 上 
给 这 里 了 是 流 形 M 的 亏 梧 ( 环 本 前 个 数 ) ， 事实 上 , 这 个 过 程 的 
每 一 步 好 象 是 在 较 低 亏 格 的 流 政 N° 上 进行 讨论 (或 等 价 地 在 较 
高 的 Daler Poinoar6 Jf, K QU) 的 流 形 上 讨论 ， 因 为 当 N 
UERUN, E (N*) —22g(N2. T ?不 可 定向 时 ,KK Q9) ~ 
2-g(N)"90). pU E gp N2, K (NP) <2 所 以 经 过 有 限 
步 又 以 后 ， 我 们 将 得 到 仅 有 平凡 回复 委 才 的 Kupka-Smale 向 量 
8, 于 是 , 这 个 场 就 是 所 要求 的 Morse-Smale 场 

我 们 来 观察 于 格 的 诚 少 .在 中 泊 著 非 绊 几 回复 轨道 所 产生 
IOS E oI 进行 切 宙 ， 存 在 两 种 可 能 性 答 要 讨论 , 要 么 我 们 得 
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到 一 个 带 边 流 形 Mio， 要 么 得 到 两 个 带 边 揭 流 形 Ma 与 Ma”, 
dei FREU, Ma 的 边界 由 c: 的 一 个 或 二 个 样本 “oopy) 组 
JR, 这 取决 于 o1 可 定向 还 是 不 可 定向 ， 在 第 二 种 情况 中 ，aMaz 与 
Mas 的 边界 每 一 个 者 是 of 的 一 个 样本 ， 在 第 一 种 情况 下 , 我 们 粘 
上 一 个 或 二 个 图 盘 D; 或 Ds, 使 得 Mas U D: 或 Mao U.D.U Ds 是 无 
ME. TJ, SF K (Af. U D) =K (M)+ K (09 IR K (fao 
UD.UD)=K(M)+K(D)+K(D)., Big K (D) =1,3 $= 
1, 2, BEL K (Ms UD) š K (MoU D, U D2) fü k: K (DX, de 
#— WR OF, K(M)<-K(Ma)+K (Ha), B K (Ma) <1, 
K (49) <1, 因为 不 然 的 话 01 8 3 DURS, 于 是 
K(MaUD) - K (My) 17 K (M) 

以 及 K(MaU Dy) — EK (Mis) --17- X (M), 
虽然 这 对 于 我 们 要 达到 的 目的 不 是 必要 的 ,但 我 们 能 通过 在 及 和 
D, 上 放 轩 一 个 渊 点 或 一 个 源 点 去 补充 定义 在 Moo, Ma 与 Mas 上 
的 向 量 场 i， 放置 洲 点 还 是 源 点 由 or 是 排斥 的 还 是 吸引 的 亲 
X. 

SU kx ass MEBITORE Ix 6 DL c EL B 3064538 
上 向 量 场 不 发 生 改 变 所 得 到 的 流 形 Me (g=0, 1, 2. BUT 
Euler-Poincaré 示 性 数 不 超 过 2 且 随 着 每 一 次 所 做 的 切割 而 增 
dn, 故 切割 揭 数 目 是 有 限 揭 ， 且 不 超过 所 断言 的 名 。 这 就 证 明 N 
这 一 定理 . 

对 于 M? 上 的 Morse-Bmale 向 量 场 ,我 们 也 要 指出 ， enes 
价 类 是 由 Peixoto "3 以 及 Eleitasse 所 描述 的 。 在 [831] 中 M" 上 
的 Morse-Smale 向 量 场 集合 的 连通 分 支 被 分 类 了 . 

现在 考虑 任意 m 维 的 已 赋予 Riemann 度量 的 流 形 M, —4- 
基本 问题 是 在 上 是 否 存在 结构 稳定 的 向 量 扬 。 D75], L791， 
[106] 的 结果 证 明 存 在 许多 Morse-Smale 向 量 场 ， 它 们 是 结构 稳 
定 的 ,也 见 [57]、 这 些 结果 如 下 ; 

(D Xbrz1, 3k 27 (M7) ri, Morse-Smale 向 量 场 所 组 成 的 
集合 是 虞 的 和 非 空 的 ; 
,383 ， 


(2) € XcA* (M), rz1, 是 Morse-Bmale [ij ko, Hbi X 
是 结构 稳定 的 ; 

(8) 所 有 Morse-Smale 梯度 蕊 的 集合 在 Gradr (M") rh rz=1, 
是 开 的 和 称 的 . 

这 里 Grad' (M0*) dts jr JM 到 民 的 OCT pas p M E 
Riemann. 度量 的 梯度 场所 组 成 的 27 (P) 的 子 集 ， 考 虑 Morse- 
Smale 榜 度 场 的 轨道 结构 , 如 我 们 在 第 一 章 第 一 节 所 说 的 , 梯度 场 
不 能 有 闭 轨 ,而且 每 一 轨道 的 < Tio R ARR A. 我 们 留 给 
读者 去 证 明 , 甚至 非 游荡 集 也 由 奇 点 组 成 、 于 是 Morse-Smale 梯 
上 度 场 刚好 是 其 非 游 萝 集 是 由 有 限 个 双 曲 奇 点 组 成 的 区 upka- 
Smale 向 量 场 . 

当 *=1, 或 7+ 之 1 而 M° 是 可 定向 的 时 候 ，Morse-Bmale 场 
在 A^ CM) rp RR, 或 在 Gradr (Afr) 中 是 稠 的， 与 此 形成 对 照 ， 
对 于 n>8 Morse-Smale 场 在 27( 肥 中 不 是 笛 的 ,这 个 事实 将 在 
下 节 的 全 "CM) 中 具有 无 穷 多 周期 轨道 (因而 它 不 是 Morse- 
Smale 向 量 场 ) 的 结构 稳定 向 量 场 的 例子 中 看 到 。 


$4. 关于 结构 稳定 的 一 般 叙 述 及 其 它 


在 这 节 我 们 将 简要 地 叙述 Morse-Smale ji 2r |] J, Anosov 
微分 同 豚 以 及 满足 公理 À 与 色 断 条 件 的 微分 同 腔 、 第 一 类 相似 
于 前 一 节 中 所 叙述 葛 Moxse-Smalo [5138 39, 最 后 一 类 包括 前 两 类 
且 攀 成 了 且 前 所 知 的 最 普遍 的 一 类 结构 稳定 的 微分 同 腔 ,我 们 将 
详细 叙述 两 个 著名 的 例子 ， 这 两 个 例子 给 予 后 两 类 微分 同 及 一 个 
很 好 的 说 明 。 其 中 一 个 是 由 Thom 引入 的 CT” E. Anosov 微分 同 
JH), 另 一 个 是 Bmale 马蹄. 

除 其 回 有 的 重要 性 外 ， 微 分 同 腔 的 研究 是 与 了 解 向 量 场 的 轨 
道 的 结构 密切 相关 的 ， 这 一 点 已 经 在 Foincar6 和 Birkhoff 的 关 
于 动力 系统 的 定性 开 论 的 开 吝 性 工作 中 被 强调 ， 一 个 例子 是 向 量 
中欧 轨道 空间 在 六 所 邻 域 中 的 描述 。 如 在 第 三 章 所 着 到 的 , 我 们 
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Byty Ag HO B Poincaré 喘 庙 (或 局 部 微分 同 脉 ) 做 到 了 
这 一 点 ,在 第 三 借 的 末尾 ,我 们 借助 于 扭 扩 微 分 同 肘 的 方法 推 族 了 
这 个 概念 ， 于 是 , n 维 流 形 的 任 一 微分 同 且 了 描述 了 ww 十 1 维 流 形 
LEE) X, 的 Poinearé 映射 、 这 个 场 X, 被 称 为 了 的 扭 扩 , E 
芍 轨 道 与 了 的 轨道 自然 地 对 应 起 来 、 特 别 地 ， 了 ;是 Kupks~ 
Smale 场 当 且 仅 当 了 是 Kupka-Smale 微分 同 胚 ， 而 且 , X; 是 结 
构 稳定 的 当 且 仅 当 了 是 结构 稳定 的 . 

设 fEDifr(M)， 点 PE 加 是 了 的 韭 游 落 点 ， 著 对 的 任意 
邻 域 口 以 及 任意 整数 me> 0 存在 整数 ww 使 得 |w]>>m 且 六 UN 
U=@. 了 的 非 游荡 点 集 OC) 是 闭 的 和 不 变 的 , 即 它 由 了 的 整 条 
孝道 所 组 成 ， 对 于 任意 oC M.B RE o (9) 55 a(g) 包含 在 9) 
之 中 .特别 地 , 了 的 每 一 不 动 点 或 周期 点 属于 O (7). 

我 们 说 AEDiffr( 了 H) 是 Morse-Smale 的 ,只 要 

(a) OC) 由 有 限 个 不 动 点 和 周期 点 所 组 成 , 这 些 点 都 是 双 曲 
的 ; 

(b) 不 动 点 与 周期 点 的 稳定 与 不 稳定 流 形 互相 都 是 勾 断 相交 
的 . 

王 面 ， 我 们 列举 关于 Morse-Smale 微分 同 胚 的 一 些 重 要 事 
实 . 

(D 对 于 任意 流 形 M 及 任意 r1, Morse-Smalo 微分 同 BE 
的 集合 在 DU (M) 中 是 开 的 且 是 非 空 的 "9、 

(2) 3$ C Diff' (M) 3: Morse-Smale 的 ， 那 末了 是 结构 稳定 
dogs . 

(8) Morse-Smale 微分 同 征 的 集 合 在 Dif (87) (r221) prf, 
这 个 事实 由 Peixoto 引入 , 可 由 关于 微分 同 胚 的 Kupka-Simalo 定 
理 直 搂 证 归 , 而 且 它 的 推 证 类 似 于 本 章 引 理 2.4 的 证 明 . 下 而 是 
一 个 更 为 精巧 的 证 明 。 设 JE Difr (7), SO" SUM RUR 7, 5; fO" 
Ap. THP XJ, 它 是 定义 在 2 EX K? 上 的 O" 向 量 
场 , 依 哉 于 了 在 S: 上 保持 定向 或 送 转 定向 而 定 ， 考 虑 S 作为 在 
Ts 或 区: 上 开 的 整体 的 匀 断 蕉 痕 ， 以 郑 为 相应 的 Poinear6 映 
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H. RY RdeT) pk t O 邻近 于 X up, Nos 
亦 是 六 的 匀 断 裁 痕 ， 而 且 相 应 于 工 的 Pomearé Wk 35 y di O 45 
ME. 因而 也 Cr 邻近 于 由 于 Morse-Smale 问 量 场 在 
A UP?) 或 27( 开 人 中 稠密 ,我 们 能 选择 了 是 Morse-Smale 的 且 
Or 邻近 于 XJ. XOWGHESRg 是 Cr 邻近 于 了 的 Morse-Smale 微分 
Wis. 
(4) 所 有 Morsc-Smale 微分 同 胚 的 集合 不 在 Diffr( M") (n2 
邹 中 称 ， 我 们 下 面 描述 一 个 
非 空 的 开 集 dr Digi 
使 得 4nM-S-qQ. 3 
的 例子 能 在 维 数 %w>2 的 任 
意 流 形 上 构造 出 来 ， 考虑 
S? ERO" jt X, 它 具 
有 从 蒋 点 到 自身 的 鞍点 联 
结 , 如 图 48 BER. oa 和 oa "E 
JEU, o. 是 源 点 , ov 是 鞍 图 a 
点 , 它们 都 是 双 曲 的 ， 设 站 ;是 X 所 导出 的 流 ， 且 设 f— X, 是 时 
闻 为 工 的 微分 同 胚 , DW as 是 了 的 双 图 不 动 点 ， 且 例 "(ca) -as 的 
—4 X5 W'(es) — cs 的 一 分 支 相 合 。 我 们 扰动 了 以 便 得 到 微分 
IIB g, Ë DJ) ws 为 双 曲 不 动 点 且 除 os 外 WW'(0's, g) 5i W° (ca, g) 
名 断 相交 的 交集 是 g 的 一 些 轨 道 ， 为 此 ,我 们 取 pEW*《as) n 
We(Ga), p*-os UL E p W/NQILU, Ra UnfU- gi. W 8*— 
SU 是 支撑 在 UU 上 的 Or HEIC EIBSCPAS o k K = M-U Ela 
RD, 具有 é(p) -p, ELW —-4(W* (o9) # p Us W'(os) 勾 断 相 
JE. SEX gf, 我 们 断言 9 以 及 充分 邻近 于 9 的 微分 同 胚 不 是 
Morse -Smale 的 。 由 于 在 如 之 外 gf, os 是 9 的 双 曲 不 动 点 以 
及 对 了 和 9, os 的 局 部 稳定 与 不 稳定 的 流 形 是 相合 的 、 但 克己 
Wr*(os, g). St .b, S scW, Nik é(2) EWr*(as) 以 及 有 
(9f) 3 (2) 2/7471 («) CW"(e) K. BUP 4 E K E Jefa IE: 
射 , 故 对 于 n1, (Gf) (2) 7/7. it) CR (rs, DOE, W 
455， 


2825 noo BF, g^ (2) = (nf) 7 GO peak au, BEBE e CW Cos, 
9), Fili W CT" (es, g). 59) —318, W'(o9) Y U CT (cs, g). 事 
SCESE y€W*(eə) nU, SUR f (y) EW'(og IK, T3, 3PPn 
1, FO = (of )^ G0 =f"G@) €W'(ow) NK B5 n—>eo 时 ， 
S) e ks os, BRUCW'(o, g), XU T WognUc 
W'(os, g). Wiiti, W*(os, g) # p 8-8 We(Gs, g) 51826. B. 
然 并 非 必 要 ， 但 我 们 能 稳 稍 扩充 这 些 论述 ， 使 得 WW'(os, 四 与 
We(cs, g) 在 它们 相交 的 
一 切 点 是 匀 断 相交 的 、 这 
HA CXCP MCA TB B5 i 
Kupka-Smale 定理 的 一 
个 断言 。 上 述 史 点 ， 即 
Wr(os, g) 5i W*(os, g) 
匀 断 相交 的 交集 的 一 点 ， 
被 称 为 匀 断 同 宿 点 ， 要 求 
mou efe n ñ$ Bd 46 

上 沿 闭 匀 断 则 宿 轨 道 画 出 稳定 与 不 稳定 流 形 和 的 交集 的 图 . 
Birkhoff 曾 证 明了 上 述 p 点 是 用 g 的 双 曲 周期 点 疑 聚 起 来 


B, Smale 把 这 些 结果 L4 
Te" SERGAH Un, 也 
见 [66]， 这 里 仅 需 要 Y 


是 非 游 东 的 ,为 此 , 考虑 
W*(as, g) 的 从 cs 到 p 
的 弧 1。 对 于 p 的 任 一 
邻 域 口 ,在 口中 选择 过 
BE W*(oe, g) 的 小 强 
L. Ë 4 Je 5i W° (os, 9) moo 

匀 断 相交 的 , 利用 引 理 , 对 于 一 切 大 于 某 个 wo>0 B x, OO 
会 一 条 任意 邻近 于 了 的 弧 ， 由 于 CU HODU(0,* n>no, 8 
Tif gPUDnUT 2, TX, PE QC9), 又 由 于 2 不 是 局 期 的 , i gs 


T 


是 Morse-Smale 的 . 对 于 充分 邻近 于 9 的 一 切 微分 同 肽 亦 有 同样 
的 情况 出 现 , 因为 它们 也 有 匀 断 的 同 窒 点， 这 是 由 于 , 当 我 们 小 扰 
动 这 个 微分 周 胚 时 ,鞍点 的 稳定 与 不 稳定 流 形 的 紧 臻 部 分 在 Or 拓 
扑 下 , 改变 不 大 , 因而 我 们 能 保证 这 些 流 形 仍 有 与 被 扰动 的 纹 点 不 
同 的 匀 断 相交 的 交集 轨道 . 

由 M? 上 Morse-Smale 微分 同 胚 的 非 简 性， 利用 招 扩 ， 我 们 
能 导出 , Morse-Smale 向 量 场 在 全 "MM") (n28) rp ERE. 

我 们 现在 给 出 的 另 一 个 例子 是 由 Thom 引入 的 , 它 是 具有 无 
穷 多 周期 轨道 的 微分 同 胚 ， 我 们 将 要 证 明 这 个 福 分 同 胚 是 结构 稳 
定 的 . 

这 是 启发 Anosov 并 由 他 给 出 的 一 类 具有 无 益 多 个 周期 加 省 
的 结构 稳定 的 动力 系统 中 的 例子 之 一 。 特别 地 ， 在 这 一 类 系统 中 
存在 不 是 Morse-Smale 的 结构 稳定 系统 . 

考虑 民 的 线性 自 同 构 D, 就 R 的 标准 基 而 言 ， 卫 可 用 具有 
3 数 元 素 且 行 列 式 为 工 的 双 曲 矩阵 来 表示 易 见 ,开间 特征 信和 


5, pei 是 无 理 数 ， 且 它 的 特征 空间 3 与 "有 无 更 数 的 


BUR. Her det 卫 一 1， 因 而 L-t 具有 相同 的 性 质 ， 若 ZR? 表 
示 具 有 整数 坐标 的 点 集 , RICE L (22) =Z". 35)8 T*- RIZ? 上 的 
流 形 结构 , 对 于 它 自 然 投 影 mx，RR*>7? 是 局 部 微分 同 胚 ， 这 个 流 
形 结构 可 和 象 第 一 章 第 一 节 例 2 中 那样 把 Ra/Zs 与 环 面 恒 同 来 得 
到 .我 们 指 坦 ,ww, o) ==, v) S BOOS v -ucZ Bv —o€ 
Z. Jit o (D(u, 9)) cn (LG, ')).. Xx fed EXE SUAM y, T: 
—T*, Hop f G(#, 9)) omL(u, 9), 由 于 w 是 O^ BRI, 
有 了 是 O> 的 .同样 的 推理 可 用 到 石上 上 ,于 是 了 是 O° 的 微分 同 
Bk. 


对 于 每 一 PET? DU MB z (e) =p E a CR, BRI (p) = 
m(e+ B) kE TU 中 称 的 ， 于 是 (W° (py p€TPy 定义 了 各 上 一 
叶 层 ， 称 为 稳定 的 时 层 ， 它 的 每 一 叶 在 22 bij. CH, 这 叶 层 是 
在 了 下 不 变 的 , 即 yj 人) - W'Q (p), 260i, S1] W* (p) = 

uae 


m(e-+ E*) 定义 不 稳定 的 叶 层 (W*(pi p €T. S Bb EL 
RE p BJ W'Qp) 5 W*Cg) 的 切 空间 ， 则 Ep da (E*), B= 
da, (E*) E. Ben = df (Eg), Ef m df (Ej. 

异 助 于 mw, J. R: kE Wm HX H| SIT? E, BD # vi wc 
T(T), e, WERISEX, Cus, wap, 29 (dor, wi, dey ws». AE 28: 
个 度量 下 , 我 们 有 

lafwl - [^| lof, 3$ v € Ep 

lf 6] -1217*]v], # we Es. 
由 此 得 到 ,车 gE (p), ES noo BR, d( J" (g), 00)0, B. 
X gq CW*(p), Ho noo Bi, d(f (9), f "@@))—0. Eli, f 
MISI pAEXUBNU, HE p MERGE SURRUENHUÉRUE ET SE 
Xd W*(p) E W° (2). WHX £p q €T, Wr 5 W'(p) 
是 匀 断 相交 的 且 Po (2) n W° (g) # T? pias, AN HS, pos (0) 
£ f BJ SR F SIUS, 且 它 的 匀 断 则 宿 点 在 天 中 稠密 ， 与 前 面 例子 
一 样 ， 这 就 推出 了 以 及 邻近 于 了 的 任意 微分 同 胚 都 不 是 Morse- 
Smale 的 。 由 Birkhof 的 结果 以 及 勾 断 同 宿 点 的 稠密 性 推 得 了 
的 周期 点 是 在 T? 中 稠 的 ， 我 们 下 面 给 出 这 一 论点 的 直接 证 明 . 
4.1 ER. f, T*—Ts 的 周期 点 在 他" rE 88. 

证 明 . 设 J R: 中 具有 有 理 数 开标 的 点 集 ， 我 们 将 证 明 
x) PM AR Per() S£. HUP dERUPR, TR 
Per (f) #E T^ pg, 39 o ((m/n, mafn)i ma, mac ZY, SE 
S -U.4,. Bi LJGENBOBER, 所 以 我 们 有 L( Z.) Ty. 8 
此 (ro) ==-,. 由 于 

m.@#,=wÍ(mafn, mafn), ma, ma € Z, Om, «n, 0<mə<n), 
我 们 推 得 aZ. 是 T3 的 有 限 的 不 变 子 集 ， 因 而 它 的 点 是 周期 的 . 
故 z( 多 )CPer(P)， 另 一 方面 ， 设 =E 只 2， 对 某 个 整数 w%， 满 足 
疡 (w(w)) 一 x(%)， 我 们 断言 ,% 有 有 理 数 的 坐标 事实 上 ， 因 
TIE) 一 w (2), 点 YLw 一 vw 有 整数 坐标 。 由 于 工 是 整数 的 双 曲 
矩阵 , 有 IL" 一 了 是 可 省 的 整数 矩阵 ， 于 是 (In-. D) ROGER 
有 更 数 的 矩阵 ， 因 而 ,z= (D DL HORAE, Per 包 会 
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在 (2) 之 中 , 这 就 证 明了 斯 富 . 

入 看 外来， 证 明 带 有 无 限 多 周期 点 的 微分 同 胚 p 
的 , 似乎 是 很 困难 的 然而 , 有 -- 个 有 用 的 性 质 : 了 有 大 范围 的 双 
曲 结 构 且 它 就 是 由 R7 上 上 线性 同 构 导出 和 的， 特别 地 , 的 一 切 周期 
轨道 是 具有 相同 维 数 的 稳定 流行 的 较 点 . 对 比 之 下 , Morse-Smale 
BOE USM AHD, 通常 还 有 鞍点 。 我 们 未 给 出 了 是 结 
构 稳定 的 简单 的 漂亮 的 证 明 , 它 的 证 明 是 由 Moser 给 出 的 "这 
个 证 明 很 接近 于 在 第 二 章 中 Grobman-Hartman 定理 的 分 析 证 
Hj. 我 们 回顾 , 了 是 由 R*. 上 线性 同 构 五 所 导出 的 , 这 里 也 是 由 元 
素 都 是 整数 , 行列 式 为 工 的 双 曲 矩阵 所 定义 的 - 

4.2 定理， 微分 同 胚 . 户 TT? 是 结构 稳定 的 . 

WEB. 取 9EDifr(Z9 邻 近 于 六 我 们 断言 ,存在 邻近 于 工 的 
微分 同 胚 8，Ra2->Ra, 它 在 多" 上 诱导 出 9。 事实 上 , 308 z GR, 
VE fa (e) ~wL(w)， 这 里 ~ 是 从 R° 到 各 "上 的 标准 投影 ， 因 
为 和 从) 是 邻近 于 for(w)， 所 以 存在 唯一 点 YER? 邻近 于 了 人 ， 
B.zQ)=gz(e). 我 们 定义 Go) - y, 从 而 得 到 wG (e) 一 gr (2). 
易 验 证 @ 与 荆 是 0" 邻近 的 .现在 记 他 一 卫 十 否 , uuo k R° k 
的 C7 小 的 映射 因 工 是 双 曲 的 , 我 们 从 第 二 章 引 理 4.83 知 道 , L 
= L-+-@ Gay, Hifpik R? 上 的 同 县 H, 使 得 HL<üGH. W 
此 , 仅 需 验 证 H 利用 zH —h 导出 了 T° EBI h, 这 是 因为 
这 将 推 得 Af gh. 事实 上 , zHL—-huD=hfai Sm, sGH- 
gH — glo, GE, hfz—=gha, V z, R° Tal, 3114083157 
=gh. SUME R° EIB H 诱导 出 人 EBSIRIBE b. XEROOERE 

HL-GH 
中 , 我们 记 H< I+u D.R G= L+6, 得 
ub= Iu--6(I--u), 
我 们 要 求 它 的 解 wEO8(R')， 对 于 这 一 定理 ,我们 需要 把 了 +% 投 
MR T 上 的 映射 , 后面 的 要 求 等 价 于 : 对 于 每 一 %E 民 2 以 及 具有 
整数 坐标 的 点 p, 存在 具有 整数 坐标 的 点 g, 使 得 
(+u) (p) =g+ (T +u) (G) 


m u(zp)-g—»tu(s). 
但 对 于 邻近 了 的 9 构造 出 来 的 w 应 具有 小 的 寞 ， 于 是 , 我 们 挫 每 对 
TEX o CR? 以 及 任意 具有 整数 坚 标 的 点 多 有 

u(e+p =u(e), 
由 此 ， 它 引导 我 们 去 讨论 C8(R9 中 紧 子 空间 多 它 是 由 对 R° 中 
任意 的 % 与 7, 满 足 

u(z+p) =u(e) 
的 周期 前 数 wEO3(R) 组 成 ， 其 中 , ouf SEXE dS, LER 2 E 
OKR» BR, B. 


S(2ycs 
这 里 算 子 ^. OP (R7) 0$ (R) 是 由 
(u) =uL — Tu 
定义 的 。 而 且 因为 五 是 双 沿 的 ,所 以 多 是 可 道 的 ， 另 一 方面 , 因 
为 只 一 卫 十 劝 确 实 投影 成 2 pU, 3 E 6 XE Or 小 的 , 同 理 ， 
$irH Dc. Wb u. 22, 
Bd) = 7 (BH -)) 
是 合理 定义 的 , 且 它 是 压缩 的 。j 有 唯一 的 不 动 点 入 满足 方程 
uL-Lu-O(--w), 

或 等 价 地 Ga) p= (5-9) Q+). 
证 明 H Iu JE RIBER 1536 2312 4.8 的 方法 相同 ， 因为 %E 
绥 所 以 同 胚 H — I+u 投影 到 p? F—FJ h, BE.Af=gh. zOR 
证 明了 了 在 Diftr(g*) (r2>-1) 中 是 结构 稳定 的 . 口 

XC RAISES f, 77-7? 是 Anosov 微分 同 肪 的 一 个 很 好 的 
例子 ， 我 们 求 给 出 Anosov 微分 同 胚 的 一 般 定义 . 

EX. 设 M AOKSUNGE, RITU fCDHP(M), roi, X 
Anosov 4X] RS, 只 要 

(a) M 的 切 从 能 分 解 成 连续 的 直 和 ， 

T'M — EOD 

(b) A E* gUE* fe f IP df 下 不 变 ， 即 对 一 切 wE 
M d 
1007 


Df Bio, 

ux Df,Ez— Bicey 

(e) 存在 M 上 的 Riemann 度量 以 及 常数 0<%<1l， 使 得 对 
£X CM, C E, DE uC E;, # 

ID/.o|<x]>| 

和 | Df zw] «Aul. 

Anosov 第 一 个 证 明 ， 对 于 任意 维 流 形 M ERIS AE RUE 
在 Dif (M) 中 是 结构 稳定 的 ( 郊 [81 , [651 以 及 [109] 中 Mather 
所 每 的 附录 )， 他 还 定义 了 相似 的 一 类 向 量 场 , 证 明 它们 的 结构 稳 
定性 ，Anosov 微分 同 胚 的 扭 扩 就 是 这 样 一 类 向 量 场 的 例子 , 另 一 
个 重要 的 例子 是 负 曲 率 流 形 上 的 测 地 流 . 

我 们 指出 ，Anosov 微分 同 胚 的 定义 使 流 形 受到 了 极 强 的 跟 
制 , 例如， 在 紧 致 二 维 流 形 中 仅 环 面 了 许 存 在 Anosor 98A IR. 
大 们 甚至 丰 信 Anosov 微分 同 吓 仅 存在 于 很 特殊 的 流 形 上 ， 比 如 
FB T" 以 及 零 位 流 形 [109]、 [118] 相反 ， 宪 任 一 流 形 上 都 存在 
Morse-gmale 微分 疗 胚 ， 我 们 还 知道 , 在 T" 上 每 一 Anosor 微分 
司 胚 共 才 于 象 上 面 例 子 所 描述 的 ， 由 R" 中 的 线性 同 构 所 导 出 的 
—Anosov 微分 同 有 是 “63， 人 们 推 侧 , 任意 Anosov 微分 同 胚 的 周期 
轨道 在 流 形 上 称 密 .关于 这 个 问题， 了 ranks 59 Manning?9), 
Newhougo**" 以 及 Farrell-Jones^?s 得 到 了 不 网 的 重要 结果 新 
3, Franks 和 Williams 94 构造 了 一 类 非常 有 趣 的 Anosov 流 ， 
它 的 非 游 落 集 不 是 整个 流 形 。 关于 Anosov 微分 则 胚 ， 相 应 的 问 
题 仍 未 解决 . 

因此 , 我 们 有 了 两 关 结 构 稳定 的 微分 同 胚 , Morse-Smale 微分 
同 腔 与 Anogov 微分 周 胚 如同 我 们 已 经 强调 的 ， 它 们 具有 很 不 
相同 的 性 质 ， 接著 Smale 引进 了 包含 这 二 类 的 一 类 新 的 微分 同 

哑 这 些微 分 同 胚 是 结构 稳定 的 , 我 们 将 播 述 它们 ,并且 犹 测 它们 包 

含 每 一 个 结构 稳定 的 微分 同 

考虑 一 紧 玛 流 形 M, cpi, 且 设 4C 下 是 闭 的 不 
变 集 ,74- A. 我 们 称 4 是 关于 了 双 曲 的 ,只 权 


E 
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(a) 用 的 切 从 限制 在 4 上 有 连续 的 家 和 和 分解 
T,M = OW, 
E Df 下 不 变 ， 
Q) 存在 Riemann 度量 ,以 及 数 0<%<l， 使 得 对 任意 2 
A, vC EL UE u € Ez, # 
jpjooj<xlol 
ux Ibrz'w nda]. 
现 考虑 非 游 获 集 Q 一 Q( 户 , 它 是 闭 的 ,不 变 的 . 
定义 ， 我 们 说 了 满足 公 再 A, 只 要 Q AT PRESB, EL 
OPEC 
即 了 的 周期 点 在 O hBi, 
著 了 满足 公理 和 ， 则 Smale 证 明了 Qe Q(/) 可 分 解 为 互 不 
相交 的 、 不 变 且 传递 的 闭 子 集 的 并 , 
Q-—94U O4U UO, 
WR L1091, 170], 179], [77], L0). @& O, 称 为 基 集 . 传递 性 
是 指 在 每 一 O, 中 存在 稠密 轨道 ， 在 每 一 O, 中 ,一切 周期 轨道 有 
相同 维 数 的 稳定 流 形 ， 对 于 Morse-Smalo 微分 同 胚 , 基 集 是 周 其 
轨道, 对 于 T? 上 的 Anosov MP RIS, 仅 存在 一 个 基 集 , 即 素 个 环 
面 ， 一 般 地 , 这 些 基 集 可 能 有 更 复杂 的 结构 , 这 在 后 面 的 例子 中 我 
们 将 会 看 到 。 Stk Morse -Smale 的 情形 一 样 ， 它 们 可 能 是 吸引 
子 , 排 斥 子 或 萝 表 ， 在 下 面 的 例 3 至 例 6 中 ,我 们 描述 了 非 周期 基 
入 的 有 趣 的 情况 , 它们 分 别 是 吸引 子 ,排斥 子 以 及 鞭 弄 ， 例 所 和 例 
6 可 以 视 为 被 Williams 290 撒 述 了 其 结构 的 相当 大 的 一 类 公理 
人 吸引 子 的 特例 ， 
关于 上 述 公 更 筷 的 定义 , 已 经 知道 ， 当 履 的 维 数 一 2 BY, 
OQ) 是 双 章 的 歼 涵 Pest) - O(P) 是 成 立 的 ， 但 在 高 维 情况 下 
这 个 事实 不 成 立 D'ao, 
让 我 们 给 出 关于 基 集 的 传递 性 要求 的 最 后 一 点 说 明 。 由 于 直 
接 验 诈 这 个 要 求 是 困难 的 ， 如 下 的 判别 法 则 可 能 是 很 有 用 药 ， 如 
同 在 后 面 的 例 4 与 例 5 中 那样 ， 车 A ADU, 局 期 点 在 其 
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dO HOESH-PAEXE p, gE Per(f) n 4 有 
ASW'(g) nW*(g) w @, 
那 末 4 是 传递 的 ， 事 实 上 ， 对 任意 DC Per) n A, W*(p) 383 
ES Pe(D5nA. E, JE, W'(pp 在 4 中 笛 。， 对 于 每 一 pE 
Per () 4 选取 2 在 4 中 的 基 邻 城 
Ut, Us, eS Ut, +: 

WIR Vi-ijPUt 
是 在 4 中 开 与 向 的 ， 因 为 4 是 闭 的 , 所 以 它 满足 Baire PEJR, HL 
了 在 4 中 周期 轨道 是 可 数 的 , 这 是 因为 它们 是 双 曲 的 。 于 是 对 多 
€Per(/) (l4 HR ECN, 

DM VE 
在 4 中 向 ， 易 见 , 任意 “ED 有 在 4 中 稠密 的 轨道 ， 事 实 上 给 定 
4 的 非 空 开 于 集 A, 存在 某 个 EEC4 XE e CV1— LJ, "UE, 所 
以 对 某 个 wEZ, 有 


JG) EUICA., 

有 了 结构 稳定 性 ， 我 们 将 推广 稳定 与 不 稳定 流 形 到 非 周期 轨 

iÉ,. E feDifrr( M) ec 型 ,我 们 定义 
W’(w) = (€ M, d(fra, f'y)—0, 34 a—co BI] 

KW = €M, d(fro, fy)0, Hi u-»—oo 时 } 
这 里 4 表示 由 M 上 药 Riemann 度量 所 引入 的 度量 , 当 Q= O (f) 
为 双 曲 欧 且 zsEQ 时 ，W*tw) 与 W*(w) 是 维 数 互 余 的 Euclidean. 
xfj RU R'MPOUGROGSERACT, — gut wr XL, 6 SEA W(2) 和 
W*(%) 为 流 形 是 怡 当 的 。 在 满足 公理 4 的 微分 同 胚 的 每 一 基 集 
QF, 4 中 的 一 切 轨道 的 稳定 流 形 具有 相同 维 数 ， 而 且 , 它们 的 
并 集 与 一 切 其 “极限 集 包含 于 Qu 的 点 的 集合 是 相合 的 ， ML[91. 
特别 地 ， 车 0 是 吸引 子 ， 那 末 在 O 中 点 的 稳定 流 形 的 并 集 就 是 
4 的 令 域 ， 关 于 由 R° 的 线性 自 同 构 导出 的 TT” 上 的 Anosov 微 
分 同 胚 , 称 定 流 形 是 R" 上 平行 线 到 T? 上 的 投影 ， 对 于 不 稳定 流 
J, 我 们 可 作 类 似 的 讨论 ， 


uae 


定义 . 令 FEDi 凶 CN) 满足 公理 4&， 我 们 称 了 满足 匀 断 条 
件 , 著 对 任意 迪 VEG( 及 ,了 (Ge) 与 WW*( 四 是 勾 断 相交 的 . 

在 讨论 满足 公理 À 与 匀 断 条 件 的 微分 同 胚 的 铺 构 稳定 性 之 
前 ,我们 将 给 出 它们 的 一 些 例子 ， 

fii, Morse-Bmale KZ s] BE. 

$13, R" EZUEE IIS H AS3RIBI T^ 上 的 Anosov 微分 同 
BE. BAAS THEUI. fE— Anoyov 微分 同 胚 满足 公理 AURIAT 
Wife, 但 这 个 结论 是 正确 的 . 

例 3， 设 9 用 ->51 是 Morse gmale 微 分 同 是 ， 基 有 两 个 不 
动 点 ,北极 点 是 排斥 子 ,南极 点 是 吸引 子 、 设 f, DT 是 由 
R° 上 线性 自 同 构 导出 的 Amosov 微分 同 胚 ， 考 虑 积 微分 同 胚 gx 
SixT3>51xT3， 易 看 出 , 它 的 非 游荡 集 有 两 个 部 分 Or = 1n) 
XT! Vj, Qs (s x Pa, 而 且 它们 是 双 曲 移 、 传 递 的 这 里 Da 是 
排斥 子 , 0s 是 明 引 子 ， 我 们 来 验证 名 断 条 件 ， 设 (6 e) ES? Ts 
J& W” (a) S We (0) 交集 中 的 一 点 ， 其 中 2EQa Tm yC O. +J 
W*(a) J& 81x (w) RW: 5 (z) < T^ hBi Wa 的 积 ， 类 似 地 ,我 们 
Jš W: $ü Wi 2F3]|3%2R W*QD de 8 x (ay 和 GE x 中 的 因子 ， 
H+ 

Wi~ (8! —n) x {w} 
和 Wi= (8t—8) x (a), 
Wi 5 Wij&kdeS'x(w) 中 色 断 相交 的 ， 且 IRE Wide bx 
T 中 色 断 相交 的 ， 这 是 因为 它们 是 在 民 中 平行 于 线性 无 关 的 两 
个 特征 向 量 的 两 条 直线 的 投影 。 这 就 证 明 W°(a) 53 W° (0) E 5] 
断 相 交 的 . 4 = 和 都 属于 O, 或 都 属于 O,, W'(2) 58 W" (g) 的 
勾 断 性 是 基 然 的， 于 是 微分 同 胚 gx f. TT? 满足 公理 4 85] 
断 条 件 ， 显 然 ,9xy 既 不 是 Morse-Smale 的 , 也 不 是 Anosov fj, 

94. 在 这 一 个 例子 中 , 我 们 描述 8 上 满足 公理 À 与 匀 断 条 
件 的 微分 辣 胚 ， 其 非 游 葛 集 Q 一 QC 有 ) 由 三 个 基 集 组 成 , Qa 是 排 
斥 欧 不 动 点 ; Os 是 吸引 的 不 动 点 , Os 是 Oantor 集 ， 在 O, 中 局 期 
通 点 是 稻 密 的 ， 这 个 例子 的 重要 部 分 是 “Bmale 马蹄 ”"， 在 球 的 北 
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报 我 们 放 上 双 曲 源 点 Q1, 并 且 包 含 亦 道 的 怠 个 北半球 E. 属于 它 


的 不 稳定 流 六 


WW*(Q4)， 因 此 车 H XR GORGE, fas c 


IMIL. RÓDHUEBOR ZI. PB f, 映射 3 是 线性 的 , 它 用 甘 缩 因 
TY. 0<%< 地 压缩 水 平 线 以 及 用 扩张 因子 port PIU, 
射 9 把 候 形 I) 中 同 的 一 决 近 成 马 也 县 把 它 移 放 列 在 图 46 中 


所 表示 的 位 置 ， 


于 是 QD QR ROPA E Ra 与 Rs, 它们 是 矩形 


及 和 有 局 在 QQ 中 的 象 ， 在 征 形 及 与 Bs 中 微分 间 胚 是 仿 射 (一 
线性 映射 与 一 平移 组 成 ), 以 和 压缩 水 平 线 , Dl pika. 最 
Ert D. — fD: 的 中 心 我 们 放置 一 双 曲 吸引 不 动 点 0s， 且 D, 
CW"(Qs) ， 我 们 来 分 析 和 集合 Q= O(/J) E C H., 且 % 不 是 北 


JE, SIC z 是 游 


Ut, 因为 它 所 于 源 点 的 不 稳定 流 形 . # =€ D D 


及 zs， 则 是 游 功 的 ， 因 为 它 属于 济 点 的 稳定 流 形 ， 若 2E 
D, Wok f G) E 甩 并 且 o 是 游荡 的 .车 z€ D», Wi f G) €Ds, 
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p 
L 


——————-- 了 = 一 一 -一 ~ 一 一 | 
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TUE sJMARUREGBS. KUN P 249, z€ Ho Dl z Q, IRS m 
的 轨道 整个 包含 于 Q, c JY HB E: dep. Wk, P s€ Q. [Ho 
924 PLE z Os, 则 我 们 有 
eye-4 
我 们 现在 来 描述 集合 A. OS QO QUEE RUE AD xc, 所 以 
Qn7Q0nf% 有 四 个 矩形 分 支 , 等 等 ， 简 要 地 , 我们 有 


% 

qnfq=i UË; 

Qn/qn/q-RaUR,U Bae U Es 
等 等 ,将 下 标 字 用 如 下 方法 附 在 矩形 上 

fË,nQ— B. U Ba 

而 Hac, Ra nB =Q. 
26d, fin Qo Hau Ras 
而 Ban 8, Hac. 
一 般 地 R, s FE oo,s 


# Ñ, a CR, cp 一 om 若 它们 不 相交 则 opj:zoog。 这 
里 每 一 0 为 1 或 2， STUHILAGEÉE ILE MC 0. Rus, 


*196- 


XderEik bk. Hd 

: Rus Ng 
且 特别 地 p, n B = @. 
对 于 区 -oo 其 中 每 一 os 可 以 是 1 或 8 有 同样 的 结论 ， 考虑 性 
一 水 平 线 mw 使 得 o Q= I. Bikla,bl=anQ. 8I Te, b| n7Q 
是 两 条 闭 的 线段 ， 并 且 是 从 [e, 01 中 去 掩 三 条 不 相交 的 线段 得 到 
的 ， 从 这 两 条 线段 的 每 一 条 再 移 去 三 条 线段 ， 形 成 [w, 5] nyQn 
f°Q, 等 等 ， 读 者 将 看 到 


ls, HN ro 


是 一 Cantor fit, 落 我 们 取 一 垂直 线 , 同 理 可 得 这 直线 与 
[179 


的 交集 也 是 Cantor 集 ， 因 为 了 是 仿 射 的 , 所 以 
4= FQ 


nez 

是 Cantor 4, 它 是 在 水 平 线 中 一 个 Cantor 集 与 在 垂直 线 中 另 -一 
个 Cantor 集 的 积 。 二 的 双 曲 性 是 显然 指 : St ER EHE f FB: 1 
大 的 比 扩张 映 到 垂直 线段 ; 对 称 地 , 水平线 段 仍 瑞 到 水 平 线段 卫 它 
是 压缩 的 。 现 了 到 e€ A 且 设 召 是 在 @ 中 药 矩 形 ,， 它 的 两 条 重 直 边 
的 高 度 与 @ 的 一 样 , 且 wE 吾 ， 我 们 指出 ， 不 管 互 的 宽度 如 何 小 ， 
它 总 包含 第 形 Houu, 中 的 一 个 ,这 是 因为 4 会 于 一 切 矩 形 
Ë... 的 交集 中 ， 我 们 来 证 明 opE4 de p E. PNE 
包括 为 内 点 的 正方 形 , 设 N 是 正 整数 ， 我 们 将 证 明 , 对 于 某 个 wm 
> 交 , 有 JrQong- 了 他 因为 了 扩张 垂直 线段 ,所 以 存在 一 个 整数 
mz»0, 使 JmQsng & &rie Heb T EU 7E QI AUE Heo. À f 
f FE, NU nG) € 4， 故 存在 一 矩形 Ë, ¿C Bio， 如 局 
我 们 已 经 指出 的 , 可 以 过 取 整 数 bo N +m, 使 得 

p P PCR 
这 推出 Fs B, QD. 
因而 PON QT 
其 中 m= 区 一 m>> 入 .这 证 明 任 意 %E4 是 非 游 荡 的 ， 接 着 , 我 们 
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来 诈 明 ,的 周期 点 在 A El. kak. 根据 前 而 的 推 证 ， 对 于 任 

E z€ 4 以 及 任 一 包含 的 方形 Qu 对 于 某 个 大 前 加 我 们 有 
FQ.nQ. @. 

映射 户 线性 池 收 缩 Q, 的 水 平 边 与 扩张 牌 走边, 由 扩张 性 , 我 们 扒 

出 在 Q, 中 存在 一 水 平 线段 有 使 得 

II füch, 由 压缩 性 ， 我 们 推出 在 @ 

dU SEE ABEL, 使 得 ho 

mI .于 是 Ni 是 疡 的 不 动 点 ， 即 


[T 2. 了 的 周期 点 这 就 证 明了 周期 点 在 


Ang. 在 我 们 能 称 4 为 基 集 
之 前 , 仅 镜 下 要 证 存在 在 4 中 稠密 
谣 道 ， 按 照 我 们 在 定义 基 集 时 所 给 
fgn 的 准则 , 为 使 在 4 中 有 传递 性 ， m: 
mos 求 任意 二 个 周期 轨道 的 稳定 与 不 稳 
定 流 形 有 韭 空 的 交集 就 足够 了 ， 但 在 这 个 例子 中 , 正好 出 现 这 性 
质 ， 这 是 因为 ， 禾 定 流 形 包含 水 平 线段 而 不 稳定 流 形 包 含 地 直线 
E, 它们 都 柑 穿 正方 形 Q. 我 们 得 到 f. SOS 的 基 集 是 Qu O, 
一 小 08。。 勾 断 条 件 是 显然 成 立 的 ,因为 O, 是 排斥 不 动 点 ,0s 是 
吸 习 不 动 点 ,于 是 了 满足 公理 A 与 名 断 条 件 . 
我 们 指出 ， 奖 似 于 马蹄 的 移 造 亦 可 以 在 比 2 大 的 维 数 的 情况 
下 f 出 auos £66, 6601, um 
BIO. 我 们 来 播 述 环 而 T^ 上 满足 公理 与 甸 断 条 件 的 0” 
微分 周三 的 另 一 个 简单 例子， 它 是 由 Smale 给 出 的 ( 见 [109]， 
(1221), 称 为 DA G4 RUIS, 意思 是 指 由 Anosov 微分 同 有 诱导 出 
来 的 微分 同 胚 ， 它 的 非 游 牙 集 是 双 曲 的 , 由 两 个 基 集 组 成; 一 个 排 
斥 的 不 动 点 与 一 个 一 维 豚 引 予 , 它 局 部 辣 县 于 一 个 区 间 与 Oantor 
集 的 积 . 
我 们 从 Anosov 微分 同 胚 % TIT 着 手 , g 是 由 2 的 线性 
自 同 构 荆 经 过 自然 投影 RxTs 导 出 的 , rt ^ JA T ig kr 
缩 与 排斥 的 特征 向 站 ， 设 和 w 是 由 eCw(2)) I 
Pt: 


e" (z (g)) = de (a) -v" 所 定义 的 了? 上 向 量 场 ， 在 22 Eh 4129 GR 
Riemann 上 度量, 关于 它 ,对 每 一 了 PET? 
ie(», op)} 


J T (25 BJ PRYETE 3836, JE 
dg (p) e (p) 一 Me) 
以 及 dg(p) e" (8) = ne" (g (p), 


REA a= E D 0884648. SUTMHL 2 e OT Mio 
场 ,它们 前 轨道 分 别 作为 稳定 与 不 稳定 叶 层 的 叶 在 T> ei, 我 
们 现在 来 讨论 上 的 一 微分 周 胚 记 满足 如 下 性 质 ， 

(D 在 g 的 不 动 点 po~wm(0) 的 小 邻 域 可 的 余人 入 中， 了 等 于 
g: 

@) 了 保持 的 稳定 叶 层 , 在 叶 的 空间 上 导 骨 相同 隐身 即 对 
每 个 PE2%, 有 

fO) - Wis 
的 ) p 二 关于 了 的 排斥 不 动 点 
(D 3183 o, B, TOR X 
df(p)-e (p) -a(p e ()) 
和 fee (Boe C G») cue GG), 
则 BN), 
Jb Bo enpl B(9) | XP p T°. BE po fB REESEE:R, 存 
# po BADIA. BOR XERCHPHCUURIOUT GTI - Y, 有 
O«a(p) «al. 

TEE SIEMUS. EXE 2882380 BU BE f 22, SD 
380888 MERDURGEUPUMERORNEA, 设 Lo 次 示 过 不 动 点 po 
的 g 的 禾 举 时 层 的 叶片 ， 由 人 性质 (3)，( 当 ,了 在 Jo 上 的 限制 在 p 
KHU, EDS V EHE, VoM", f). mik, do 
(n) 141—112 OI BOUE —AURRUR, XEPORZIUAL pof 
m hka, HL 2 De (p) 7 W(pi, f) UW*(ps, 万 ,我们 有 
Ws, f) G1, 2) etii ABB. 3992 4 T - W"(ps, 月 ,并 
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HIR P CW'(, 用 ， 则 我 们 扒 得 o()ciwryuA B AGO 
名 的 不 稳定 流 形 的 闭 包 一 1, 22. 我 们 断言 它 的 逆 亦 真 , 并 且 事 
实 上 因为 W"*(po, f) de T? 中 稠密 ， 所 以 《是 pC6 一 1 分 的 同 宿 
点 集 的 闭 包 ， 为 了 证 明 此 断言 , 我 们 首先 观察 , 对 于 全 j=1, 3 因 
Ji W*(o) 3E T hb, 故 它 与 藉 "(2) 相交、 因此 对 了 ó. j= 1, 2, 
W*(p) 凝聚 在 W*(py) 上 .、 设 PE4 且 琴 是 9 的 邻 域 , 设 ICW 
是 包含 在 g 的 某 个 则 期 点 的 稳定 流 形 内 的 任意 小 区 间 .， 由 于 性 质 
(2)， 这 个 包含 工 的 稳定 计 层 的 叶 五 在 了 的 某 方 帘 下 仍 保持 ， 因 
为 让 在 六 的 余 集 中 扩张 五 且 古 是 稠 的 ， 存 在 整数 ww 使 得 
f70)DnV * o, WHEB p Ze W"Cps, f) 的 闭 包 内 ， 但 2 不 属于 
W*(po, f), BltoRJE W (o, f) S W 相交 就 是 琴 "(ps, P SW 
相交 . 故 它 们 都 与 W 相交 .这 证 明了 环 "(po f)Xk T^ ES HL 
W'(p,, f) W*(ps, 四 都 在 4 中 稠密 ， 由 W'(p, f) 的 稠密 性 ， 
如 同 我 们 所 断言 的 , W 包含 对 应 末 和 前 久 断 同窗 点， 事实 上 , 不 
TE W*(, f) nW 的 分 支 能 包含 于 稳定 时 中 。 quU, EH TPA 
选 代 , 沿 着 稳定 叶 层 ,我 们 竺 到 W" (n, f) 的 局 部 不 稳定 流 形 的 部 
分 ,这 显然 是 不 可 能 的 所以， 对 应 于 pi (ë=1, 2) Bü E] S uB zg 
ABL. FREIE OC) = {go}U 4， 现 在 我 们 来 证 明 , LUI UI 
构造 ， 对 于 a, oC REB —1<a<a+p<1 UR p€ A, 5848 
O,(a, p) = (ac (p) + yo Cs y 0 VR acm yap). 
H EE RE (4) 30, Bjb df, Osa, P) 的 象 是 圆锥 Cs (a^, p'), rp Z 
7 (a(p) /i)a-- B(p) 5i p (人 (OA 内 PP， 因为 
(a(p /n) «a/n«, 
我 们 有 n Af fmm (Cro — 1, 1)) 
是 一 维 子 空 间 EjcT (P), SR, df (0) m Hh. "FR ERE D 
€ 4, 我 们 在 pg 上 有 ?的 切 空间 的 分 解 
KDE, 
其 中 Ed c) 生成 的 子 空间 ， 如 此 的 分 解 在 了 的 导数 下 是 
不 变 的 ， 且 F° 38 a 收缩 剩 下 权证 dfs 一 至 地 扩张 E, 中 的 hj BE, 
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为 此 , 我 们 来 估计 子 空间 E; 的 斜率 设 
e=" (p) --ge* (p) 
是 在 Es rR BJ RE, 设 
tu df" Se (f (9) esu (f (9). 
由 Eg MGE SL, 841483], SED 0,76 


los/ynl <1. 

B meas a(f7 (p) m, BO) 
58 Fei m 加 十 B 7t 
因为 v.icdf(f^7(p)*s. 

于 是 ,对 一 切 m>z 了 有 
ex < mm |B 
Veil Hig n 
经 归纳 , 对 一 切 a1, 我 们 推 得 
m & LI m, B 3 a Li 
É «(2) EEG) 
1 LI d. Bu iM 
<(3) Pa MES) 
lw 
- (Xy 11. m . 
rum 1- G) 
因此 ， Z|<8/G—5. 
现在 我 们 证 明 df, 在 E; 上 一 致 地 扩张 向 量 . 设 
v—as (p) -ye'(p) 


是 Es rh ij 1 tik 
Gio (f (p) -ye'CFG)) 
Jet xe df, 下 的 像 ， 由 性 质 (信和 上 面 的 表示 我 们 有 
Je]? .. 29-7? 
Er ud 


ay 2 


LA a Hh. 
ty CFI GRIG +i 


i. 
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图 49 


这 就 证 明了 我 们 的 断言 。 我 们 留 给 读者 证 实 从 妨 和 了 妈 是 连续 
的 ( 见 练习 44) ， 我 们 来 证 明 周期 轨道 在 A 中 秽 密 。 这 个 事实 可 
从 上 面 证 明 的 匀 断 则 宿 轨 道 的 币 密 性 以 及 Birkhoff 定理 得 到 , 后 
者 为 , 这 种 同 宿 轨 道 是 由 周期 轨道 凝聚 起 来 的 ， 然 而 , 我们 将 提出 
如 下 的 通常 被 称 为 Anosov 封闭 性 引 理 的 有 启发 性 的 证 明 。 设 2 
€ AR W J pij, Vt RCW 是 以 Dp 为 内 点 的 闭 矩 形 ， 它 的 
边 由 四 条 线段 组 成 ,五 和 Is 包含 在 稳定 叶 之 中 ,vi 和 J 与 稳定 
叶 层 名 断 相交 ， 黎 定 叶 与 召 的 交集 的 每 一 连通 分 支 是 一 线段 ,我 
们 称 它 为 是 的 稳定 纤维 .因为 PE4， Br b) 5 ET SEN, 
JOD S RII. SETTE n, 7^ (20) 是 非常 长 在 稳定 的 
方向 上 ) 又 非常 细 的 矩形 , 由 包含 在 稳定 叶 中 的 线段 纤维 化 ， 我 们 
能 假定 了 "(BR) 站 如 是 连通 的 , 否则, 我 们 能 在 稳定 方向 中 使 吾 缩 
拢 ,如 图 49 Bros. ERU, SALIRE ULIS P DAR n CN, 使 得 对 任意 
BIGEZEICB,fg"O)&* RAS REF. GEIL 表示 过 we 
€J 的 稳定 的 纤维 , 那 末 P0) 36 Ji TK o (0, Bog o. Ji 
J1 是 连续 的 , 所 以 , 它 有 不 动 点 y, WO 770) t I, f" del del 
£709 的 限制 是 到 工 的 满 连 续 映 射 ， 因而 有 不 动 点 gq， 于 是 ,我 
们 在 中 找 凤 了 了 的 周期 点 , 利用 上 而 讽 和 中 的 同样 的 准则 , 读 
者 能 证 明 在 么 中 在 在 秋 密 轨道 ， 我 们 指出 , A 包含 点 PG 一 1， 2) 
an 


的 一 维 不 稳定 流 形 (事实 上 , 它 包含 任 一 点 2G 寺 的 不 稳定 流 形 )， 
5D, 沿 闭 稳 定 叶 层 ，4 局 部 包含 Cantor 4t. VU p€ AUR 
TIGRE SE p 点 的 稳定 时 的 小 区 间 , 使 得 37 本 "(po, f). 最 后 ,我 
们 证 明 存 在 微分 间 胜 f, T7? 满足 一 开始 叙述 的 四 个 性 质 ， 设 
忆 是 徊 的 邻 域 以 及 wp，D->R2 RR Aes, T M a 
97! (aa, 25) =m (mig mau") 
给 出 ,其 中 ww* 是 荆 的 单位 特征 向 量 ， 则 我 们 有 
gogeg (zi, wa) == (Maa, Ba) , 
É $, RORJEO" iil VO CIO, 1, XI 4 d(-0- 
网 的 而 对 |, 0 =1, 当 1e] o ni, (o =0 mr iet 
Bl) (D. EU IARE E, 4 f—g DE fp Peg, 其 中 
Fn, 23) = QP (s, ma), 2 (Gi, wa)) 
= Qt (Q — X) (es) mi) m, nan), 
在 这 表示 式 中 , 选 正 实数 k, 使 得 对 一 切 = (eu ma), 
I(GF/22,) (9) | < (u— 1) 9381. 
最 然 , 原点 是 P PHIERCRSIUA, SUFEGEBI ERE BUS QU WC 
9), 88 W 包 请 企 不 稳定 流 形 W*(0, P) 中 以 及 
supsew (27/204) (2) = a«1, 


因为 9 是 等 距 的 ， 所 以 在 构造 W 以 后 , SER V => 0). 
设 


Ji (s (Fn/ann (s, 21) 
以 及 To 一 (or we); m € J.J. 
我 人 有 J.C, 只 要 tt>0, 有 J 或 是 空 的 或 是 对 称 的 区 间 , 记 
J,=[—a,, ad. 对 一 切 mwEJm 有 

(S). 9>1 
以 及 Pm, za) = — Ft (zi, mp, 
因而 -+(Is) 是 对 称 区 间 ， 它 的 长 小 于 或 等 于 I, 的 长 ， 因 此 
也 -+(Iw) 包 含 在 Toynes 中 , 显然 ToCWW*(0, 本 ,因而 ,对 小 的 es, 
I,cW*Q, 到 、 于 是 ， 对 一 切 %2E[ 一 1 1], I Fu) C 
oye, fi L4CW*(0, F). XXE za € [—1, 1] 区 间 蕊 ,的 并 是 
REAREUX W*(0, F) 3089, 所 以 存在 0<5<d 使 得 
W - (s e): (28) mo a] 

Ax: W*(0, P) 0 的 邻 域 ， 可 直接 验证 ，J =p-'oFop 满足 上 
面 所 列 的 性 质 (D 到 (4) ERIS, AE V —o (W) 作为 性 质 ( 鸭 中 
所 述 的 邻 域 ， 放 我 们 在 环 YT 上 构造 了 DA 微分 同 胚 . 

注 1. 设 各 是 上 面 记 研 究 的 Anosov 微分 同 胚 9 的 另 一 个 周 
期 点 , 我 们 能 在 R1 p. 的 邻 城中 同时 修改 9， 以 便 得 到 微分 同 胚 
f, 满足 公理 A, 它 具有 由 三 个 基 集 组 成 的 非 游荡 集 , 一 个 排斥 不 
动 点 po, 一 个 排斥 的 周期 轨道 Opo) 以 及 一 个 非 周期 吸引 于 4. 我 
们 沿 着 g 的 不 局 的 周期 点 作出 同样 的 构造 ， 就 能 得 到 非 共 罗 的 双 
和 星 吸 引子 的 一 些 例子 (给 定 周期 的 周期 轨道 的 个 数 可 能 是 不 局 

注 & 用 同样 的 方法 可 以 去 构造 高 维系 统 中 公理 和 吸引 子 ， 
我 们 从 具有 一 维稳 定 流 形 的 Anosov 微分 同 胚 著 手 ， 并 象 上 面 屠 
样 修改 . 

例 6， 我 们 现在 证 明 ,即使 对 于 球面 8* 亦 可 构造 具有 非 周期 
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图 51 


的 吸引 子 的 公理 À DEA S, 这 个 结果 是 由 Piykin 得 到 的 ( 见 参 
考 文献 [ 回 ， 内 有 -精巧 的 图 )、 设 西 POR 是 一 对 合 , 0() = 
s. B5 02) 22», 538 T'-R'/Z IER v. 我 们 指出 
ANAE m0, 9, p-s(1, 0) == (i, +)5 
pm(0, 1). RV. RA v (0<6<3) t Bin, Bt C2 


=V, ERU N -T9— UV. XN LES Rü: 323 AXI. 
8-3 N 上 的 等 价 关系 ， 只 要 两 个 点 属于 7 的 相同 轨道 就 等 价 . 
设 政 是 商 空间 好 /~ 以 及 p， 一 以 是 标准 投影 借助 于 p, M 
站 上 导出 履 上 的 微分 构造 , 我 们 可 证 明 :2 与 球面 8* 上 的 四 个 
不 相交 的 阁 盘 的 余 集 徽 分 同 胚 。 M SERIE B3. 中 所 示 的 对 应 边 恒 
辐 的 阴影 区 域 ，p 是 双 叶 覆盖 映射 ， 即 p 是 带 有 每 点 有 两 个 原 像 
的 局 部 微分 同 胚 ， 因 此 ,车 了 ， 叉 -> 育 是 可 微 映 射 , 使 得 9 一 m7 
那 末 它 导 贝 可 微 映射 了 : MM, 4G pf — fo. imp SOLE D, 
我 们 能 在 环 面 上 构造 DA EAE LIS f, 它 久 po 为 排斥 不 动 点 以 及 
以 (pi, pa, po) 为 排斥 周期 轨道 (周期 为 3)， 而 且 易 看 出 ， 我 们 可 
338 7, 848 757, 因为 我 们 能 从 一 Anosov 微分 同 胚 9 着手 ， 
g 是 由 线性 自 同 构 导 出 的 , 因此 它 与 可 交换 .例如 ,从 T* 上 由 
R° 的 线性 同 构 开导 出 的 微分 局 胚 着 手 ,其 中 工 在 标准 坐标 下 由 


Lai, za) = (2a, dires) 
给 出 ， 政 点 名 的 闭 邻 域 AE 007) e Vs, V, 包含 在 各 的 不 稳 
定 流 形 中 , 其 中 0<4<3. 我 们 得 到 , FE AA N=T°— UJ V, Bl Z 
《W)C 上 的 微分 同时， 且 = 站 各 (8) 是 DA 吸引 子 。 +E, 


子 导 出 了 微分 同 胚 f. M—f (M) 于 ， 在 对 的 补 的 四 个 小 圆 盘 
中 , 每 一 个 放置 一 个 源 , 且 其 中 一 个 是 周期 为 3 的 周期 轨道 , 我 们 
能 扩张 了 到 球面 S*. JE, 不 难看 到 , Q (f) 是 由 这 些 排斥 不 动 点 
和 周期 轨道 以 及 4— CT) 所 组 成 ， 其 中 4 是-- 维 吸引 基 集 . 后 
一 结论 可 由 o 是 双 叶 覆盖 以 及 oP = fo 得 到 . 

现在 我 们 来 给 出 洲 足 公理 A 和 匀 断 条 件 的 微分 同 胚 关于 结 
构 获 定性 的 结果 设 ozr"(M) c DIE Of) 是 紧 致 流 形 履 上 所 有 
这 些微 分 同 三 组 成 的 子 集 ， 首 先 ，Robbim 92/99 证 明了 任 一 了 E 
<z2(CM) 是 结构 稳定 的 ， 以 后 ,在 [61] 中 证 明了 对 了 E71() 有 
同样 结果 ， 而 当 M 是 任意 维 数 时， 微分 同 胚 了 E.agx(2 7 的 稳定 
性 问题 并 未 解决 ， 但 这 麻 被 Robbinson 以 肯定 的 回答 解决 了 07, 
他 在 [9 由，[96] 中 证 明了 关于 向 量 场 的 相应 的 结果 ， 

一 个 仍然 没有 一 般 结果 的 重要 的 问题 ,是 上 面 结果 的 逆 , 3 f 
是 结构 稳定 的 , 它 是 否 满足 公理 A 与 匀 断 条 件 ?在 特殊 情况 下 ， 即 
QC) etr fult, f € Diffr (ax) 是 结构 稳定 的 当 且 仅 当 了 是 Morse- 
Smalo 的 cm， 在 O (f) 不 是 有 限 的 一 般 傅 说 下 ,部 分 结果 由 
Pliss?? 与 Magibsa 得 到 ，Magi6sze 应 用 很 有 创见 的 想法 , 新近 解 
决 了 二 维 流 形 的 问题 2， 在 这 方向 另 一 结果 是 由 Trankapn， 


DD 我 国 的 廊 山 涛 教授 早 艳 六 十 年 代 初 就 从 事 袜 分 动力 系统 的 理论 研究 工作 , 他 提出 

7 积 纳 与 阻碍 集 的 理论 。 应 用 这 些 理论 ,他 最 早 给 出 了 O1 封闭 性 引 理 的 严 
i 念 性 的 证 明 , 最 先 解决 了 关于 n=3 的 微分 天 三 的 稳定 性 椎 测 ， 这 项 工作 发 
慌 于 980 年 ( 见 Chinese Annals of Math 1(1980), 9—70); 以 后 Manó 于 1982 
年 也 得 到 相同 的 结果 。 新 近 麻山 涛 教授 又 解决 了 关于 ”一 3 的 微分 同 胚 的 结构 稳 
定性 推测 ( 见 麻山 涛 , 紧 致 微分 流 形 上 常 微分 方程 系统 的 基 类 诸 术 备 经 性 质 , 北京 
大 学 学 报 (自然 科学 ,9(1963) 241 一 265, 309 一 324; 麻山 涛 ,典范 方程 组 ， 数 学 学 
38, 17 (1974), 100—109, 175—196, 870—295; 劾 山 涛 ,阻碍 集 与 强 勾 断 条 件 数 
学 学 报 ,19《1976), 308 一 209; 认 山 涛 ， 阻 碍 集 {I) 数 学 学 报 ，3:23(1980), 411 一 
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Guckenheimer?" 以 及 Mafíó*7 Zh, quio SET CF IE BUR 
fe, HL] ] 46-9] T 2 DU RATIO i II S RO 2 E PE RT Jt: 
种 稳定 性 的 特征 ， 我 们 说 ， f € Difr(W) 是 绝对 稳定 的 ,只 要 存在 
SEXY (f) CDI (M) 以 及 数 K>0 使 得 对 每 一 9EF (J), 存在 
M FEBS A, f 
hf=gh 
以 及 -Ilo<Klf—glho 
在 这 表示 中 , 工 是 M 的 异同 映射 ， | je 表示 0" FEBS. Pus. 
著 了 EDiffrCM) 是 绝对 稳定 的 ， 则 了 满足 公理 4 和 匀 断 条 件 . 
Franks 从 微分 同 卫 JE a£ (M) 的 结构 稳定 性 的 证 明 中 还 观察 到 
这 些微 分 同 胚 是 绝对 稳定 的 ， 同 时 ,我 们 还 能 说 , f C DI (M) 是 
绝对 稳定 揭 当 且 仅 当 了 Exzr(2z). 
在 研究 微分 同 路 和 流 的 (结构 ) 稳 定性 中 ， 人 们 特别 注意 去 讨 
论 限 制 在 非 游 荡 集 上 的 稳定 性 ， 推 动 这 方面 研究 的 动机 是 基于 系 
统 的 动力 性 最 终 集中 到 非 游 荡 集 上 ， 一 切 极限 集 , 特别 地 ,周期 和 
回复 轨道 都 位 末 此 ， 我 们 说 ,PE DUP C) 是 O 稳定 的 , 只 要 存在 
SU Y (J) CDUP CM), 使 得 对 任 gEV CD, TEERTIS h, O(J)— 
O(9,Xi— «cocos 
Af (2) = gh(z). 
XCHL-ATPHXERIU MESE dEREPSAUBRUSR. Ut E EAR A, 又 设 
O-O,U--UO,J& 0-0 C) 对 于 基 集 的 分 解 ，0 中 的 环 是 点 各 
€ Os, ps Os, pu, EO ~ On 的 序列 ,使 得 对 T<i<ss 一 1 有 
W*(p) DW*(p3) * Ó. 
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在 [110] 中 , Smafr 证 明 了 若 了 满足 公理 入 和 8 有 中 没有 环 ， ME 
末了 是 外 稳定 的 ， 对 泣 于 向 量 场 的 这 个 结果 是 由 Pugh 与 Shub 
得 到 的 "2、 稍 晚 Newhouse "9 证 明了 ,对 O 的 稳定 性 , 要 求 在 极 
限 集 上 的 双 曲 性 与 无 环 性 就 足够 了 ， SEND, Malis 57 qm ts pb 
减弱 为 仅 要 求 对 Birkhoff 中心 满足 这 些 条 件 , Birkhoff Jie 
为 同时 是 w 与 o- 回 复 的 轨道 前 闭 包 定义 的 ， 已 经 知道 ,车 了 满 四 
公理 入 以 及 在 Q( 记 上 存在 环 ， 那 末了 不 O umo. JT BB B] 
题 : 若 了 是 Q 稳定 的 , 它 是 否 满足 公理 A? 对 于 O 稳定 性 , 存在 类 
似 于 上 述 的 刻 划 结 构 稳 定性 的 结果 ， 

自然 要 问 : 是 否 结构 稳定 的 微分 同 胚 和 向 量 场 在 Difer M) 与 
用 " ff) 中 稠密 (因而 开 且 秋 )? 对 于 这 个 问题 的 第 一 个 反例 已 由 
Smale fion, D 稳定 性 也 不 是 通 有 的 ， 它 通过 和 Abraham 
Bmale?, Newhouse"*9, Shub 与 Williams2*9? 以 及 Simonttom 
所 给 出 的 那些 例子 得 到 说 明 . 

一 般 说 来 ,所 有 结 鬼 稳定 系数 不 在 DIE (M) gi 47 Of) 中 黎 
密 .如 我 们 将 要 指出 的 , 它们 仍 是 很 多 的 ， 首 先 , 它们 存在 于 任意 
的 流 形 上 ; Morse-Smalo 微分 同 胚 是 典型 的 例子 。 此 外 , Bmalecd2 
证 明 在 DUI CA) 中 每 一 合 痕 类 中 存在 稳定 的 微分 同 胚 , 即 任意 微 
分 同 胚 能 用 微分 同 是 的 连续 弧 被 连结 到 稳定 的 微分 同 耳 上 , 另外 ， 
有 趣 的 事实 是 任何 微分 同 胚 能 用 稳定 的 微分 同 胚 0" 逼近 (Shub 
[102]) ,因而 , 在 具有 O° 拓扑 前 O" 4&4 IRL BER 3 Rr (n1), 稳 
定 的 微分 同 胚 是 铀 密 ， 在 Di" CM) 中 包含 Morse-Smale 微分 周 
胚 的 合 痕 类 ， 由 Shub-Sullivanctoa， 了 ranks-Shunbcsl 分 析 研究 ; 
而 在 曲面 情况 下 ， 由 Rocha? 分 析 研 究 过 。 在 最 后 的 这 一 著作 
中 ， 一 个 特征 是 通过 基本 和 群 上 诱导 出 自 同 构 的 趋 于 堆 的 增长 率 来 
描述 的 。 在 一 给 定 的 合 痕 类 中 , 对 于 稳定 微分 同 胚 的 可 能 的 周期 
性 态 的 类 型 在 [22] 中 已 被 研究 过 ， 对 于 向 量 场 ，Asimovz 在 每 一 
具有 Euler 示 性 数 为 零 且 维 数 大 二 3 89806 EET HON # 
的 Morse-Smale 系统 ， 当 然 ,对 于 二 维 出 面 ( 环 面 与 Klein Ja) k 
是 车 能 的 ， 多 少 令 人 有 点 惊奇 的 是 ，Morgantoo 证 明 对 于 某 些 三 
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Meg X Ro i Be cR. 

在 动力 系统 中 家 到 目前 为 止 所 发 再 的 或 许 是 天 重要 的 通 有 性 
质 是 由 Pugh 给 出 的 ， 借 助 于 Kupka-Smale 定理 与 他 的 封闭 竹 
引 理 的 结合 , Paghem 证 明了 如 下 欧冠 理 ， 存 在 一通 有 集 SC 
Diff M), 使得 对 任意 了 E 9, 了 的 周期 点 是 双 曲 的 ,它们 在 (了 ) 
中 稠密 以 及 它 的 稳定 与 不 稳定 流 形 是 匀 断 相交 的 ， 非 常 重要 的 问 
Bi r2 时 ,在 DIS" (A) 中 同样 的 结果 是 否 成 立 、 这 个 结果 通 
称 通 有 筒 密 性 定理 . 

应 用 定义 在 其 非 游荡 集 上 的 ， 且 在 微分 同 且 下 保持 不 变 移 测 
度 ,对 满足 公理 A 的 微分 同 鸥 ,特别 是 Anogoy 微分 同 县 也 进行 了 
研究 ， 与 动力 系统 有 关 的 ， 且 应 用 这 个 工具 去 描述 微 分 同 胚 的 轨 
道 结构 的 数学 分 支 称 为 遍历 性 理论 ， 它 和 起源 于 守恒 力学 
《Qonservative Mechaniog), 在 这 里 , 遂 常 出 瑰 的 微分 同 胚 具有 保 
体积 性 质 ， 满 足 公理 À 微分 同 朋 的 人 遍历 性 理论 开始 于 Anogov, 
Sinai 与 Bowen 的 工作 ， 读 者 在 [7]，[9]，[10]，[120] 中 将 我 到 
这 个 理论 的 叙述 . 

JAEN SEALED UE AERE, 早 在 Poincaró 时 ,就 被 
JLAMEGERCE EOS, 粗略 地 说 , 这 个 理论 是 播 述 当 我 们 考虑 初始 
动力 系统 扰动 时 , 它 揭 相 图 (轨道 空间 ) 如 何 能 发 生 改 变 ， 特 别 地 ， 
我 们 如 何在 初始 系统 附近 ， 在 拓扑 共 瓶 或 拓扑 等 价 下 去 描述 等 价 
类 的 系统 ， 风 格 类 似 的 问题 还 出 现在 其 它 数学 分 支 之 中 , 例如 , BË 
射 的 与 偏 微分 方程 的 奇 点 (例如 ， 见 E171]，[28]，[42]，[99]， 
[tl8])， 但 是 在 这 里 我 们 只 考虑 有 关 钢 量 声 和 微分 同 胚 的 分 歧 的 
一 些 讨论 上 ， 一 个 普遍 的 观点 是 去 确定 当 参 数 变 化 时 依赖 于 若干 
参数 的 系统 的 相 轿 如 何 演变 ， 分 歧 点 就 是 一 些 参 数值 , 对 于 这 些 
参数 值 , 系统 在 相 图 中 发 生 拓扑 前 改变 ， 在 这 个 方向 上 ,特别 是 对 
于 单 参数 族 ( 牟 ) 的 向 量 场 与 微分 局 胚 , 有 越 来 越 多 的 有 用 的 结果 ， 
为 了 说 明 这 个 题目 的 思想 ,我 们 将 叙述 其 中 的 “个 辣 加 ， 第 一 个 
比 第 二 个 更 为 卓然 、 设 工 = [0, 1 以 及 M Res 89938, 我 们 
用 od 表示 向 量 场 £I 27 (M) 带 有 O! 拓扑 的 O* genu, 其 中 


l<s<r, y>>4， 由 通 有 (第 二 范畴 ) ia gti e 长 upka-Smale 的 事 
实 , 我 们 将 期 望 , XSEDIEGULECOE, £60 €2T(M), š WT 3E# 
的 jEI 值 是 Kupka-Smale 的 ， 落 对 于 基 个 ne €T, Š (o) 不 是 
Kupka-Smalo 的 , SË £ (ao) 的 某 条 周期 加 道 不 是 双 曲 药 或 某 对 
稳定 与 不 稳定 流 形 非 勾 断 相交 ， 面 且 ,着 统 & 不 是 “退化 的 ”要么 
bjto) 仅 有 的 一 条 周期 轨道 是 非 双 曲 的 , 要么 所 有 周期 驾 道 邦 是 双 
曲 的 且 仅 有 一 对 稳定 与 不 稳定 流 形 确实 沿 荐 (jwo) 的 某 一 条 轨道 
非 色 断 相交 、 £(no 的 奇 点 2 使 乏 双 遇 性 是 由 于 DE (uo) 的 一 个 
特征 值 ( 或 一 对 复 共 鬼 特征 伟 ) 在 9 点 有 实 部 零 ， 闭 轨 ?> 缺乏 双 曲 
性 是 由 于 在 2E? E DP 有 模 为 1 的 一 个 特征 信 ( 或 一 对 复 共 轿 
的 特征 值 )， 这 里 也是 过 zp 点 的 裁 疫 上 的 Poinear6 映射 。 在 两 种 
WALT, 我 们 都 用 入 记 这 些 特 征 值 , 我 们 对 于 jo 附近 的 jsp， 描述 
E 的 相模 型 ， 为 此 , 我 们 必须 假定 关于 (jx) 的 高 阶 导 岗 (jete) 的 
一 定 的 非 退 化 条 件 ， 但 在 这 里 我 们 不 走 叙 述 它 们 .一 个 极 重要 的 
事实 , 是 对 于 一 切 no 附近 的 ,对 于 相伴 于 入 的 C1) 的 不 变 流 形 
的 存在 性 ， 它 通常 被 称 为 中 心 流 形 , 自若 入 是 实数 它 是 一 维 的 ， 
否则 它 是 二 维 的 ( 见 [40])。 IRE, 分歧 是 洪 着 这 中 心 流 形 出 现 
的 ; 当 与 它 正 交 时 , 我 们 有 到 曲 性 ( 见 [80])、 在 下 面 的 图 中 双 曲 性 
是 用 双 箭头 表示 的 . 

WA 

(8) A—0. 在 中 心 不 变 直线 上 , 两 个 半点 压缩 成 一 个 , 然后 消 
失 了 (或 反 过 来 也 是 这 样 )， 这 被 称 为 鞍 - 结 分 歧 . 
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(b) Ae bé, 5 关 0， 在 中 心 不 变 平面 上 , 双 划 吸引 奇 点 变 成 非 
双 曲 的 , 但 仍 是 吸引 的 , 然后 它 变 成 双 曲 排斥 子 , 且 出 现 了 吸引 的 
闭 轨 ,这 被 称 为 Honf 分 歧 . 


| 
加 


缠 轨 我 们 把 讨 沦 限制 到 相伴 的 Poincaré 映射 的 相 图 上 ， 
(a) A=1. 这 类 似 于 通 - 结 奇 点 、 图 中 打点 号 的 意思 是 强调 
Poincaré B B S US REPERI. 


(b) A=e", 0<0<m， 这 类 似 于 关于 奇 点 的 Hopt Aik. 在 
分 歧 以 后 , 出 现 了 在 Poincaré 映射 下 不 变 的 回 ， 这 个 罗 对 应 于 在 
疯 量 场 的 流下 不 变 的 环 面 ， 


(9 A= —1, 在 中 心 不 变 线 上 ， 双 曲 吸 引 不 动 点 变 成 非 双 志 
的 , 但 仍 是 吸引 的 , 然后 它 变 成 双 曲 排斥 子 , 且 出 现 一 个 周期 为 2 
葛 骸 引 的 局 期 点 ， 它 被 称 为 翻转 分 歧 . 


图 56 


上 述 的 非 双 曲 奇 点 和 闭 轨 称 为 拟 双 曲 的 . 

对 于 稳定 与 非 称 定 流 形 的 交集 上 非 匀 断 性 轨道 ， 我 们 要 求 接 
和 触 是 二 阶 ( 二 次 ) 的 ， 图 57 天 示 了 二 维 向 量 场 的 两 个 奇 点 的 稳定 
与 非 稳定 波形 之 间 (鞍点 联结 ) 的 二 阶 接触 ， 图 S 表示 , FE HER 
痕 中 画 出 了 两 条 闭 轨 的 圾 点 联结 . 


eur y 


图 57 图 58 


我 们 现在 能 叙述 下 面 的 结果 , 这 一 结果 主要 是 由 
Sotomayorc 给 出 的 、 它 的 部 分 结果 间 被 一 些 学 者 如 
Brunowsky"" 研究 过 。 存在 由 红 组 成 的 剩余 子 集 2 使 得 若 
E 儿 , 那 末 对 于 除 可 数 集 na, ne, … 外 的 一 切 SI, EQ03E 
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X'upka-Snale 的 . j B, 对 每 一 和 EN, 下面 两 种 可 能 性 之 一 成 立 . 
B S (us) 除 一 条 是 拟 双 曲 轨道 外 其 它 的 周期 软 道 都 是 双 曲 的 ， 
且 它 们 的 稳定 与 非 稳定 流 形 都 是 勾 断 相交 的 ， 要 么 一 切 半期 轨道 
沥 双 此 的 以 及 它们 的 稳定 与 非 稳 定 流 形 除 在 一 条 轨道 二 阶 接 触 外 
LEX DI 

我 们 来 考 卉 关于 向 量 场 弧 的 稳定 性 概念 ， 并 且 叙 述 在 这 一 方 
向 上 新 近 得 到 的 结果 之 一 ， 两 个 弧 5 E41 是 等 价 的 ， 只 要 存 
在 园 胚 o, I>1, 使 得 对 每 个 ET, 在 E(w) 与 如 (ptjo)) 之 间 存 在 
一 个 等 价 各, W HX HOROR UR h, 连续 依赖 于 CT, «Vcr 
SOR M 上 梯度 场 的 弧 的 子 集 ， 下 面 是 即将 发 表 前 新近 由 Polis 
与 Takens 得 出 的 定理 ; 在 乡 中 一 个 弧 的 开 秽 集 是 稳定 的 . 

关于 这 个 题目 的 说 明 , 我 们 请 读者 参 春 [11, [61, [61, (2, 
184] , [581, (781, [84], [i171. 
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1l. WEBI n k 30036 L AR— Morse -Smale 向量 场 有 一 吸引 的 临界 元 素 
与 一 排斥 的 临界 元 素 . 

2. X JEn 维 紧 流 形 上 区 wpka-Smale 向 时 场 ， 证 明 , 洲 和 的 非 游 落 
集 与 它 的 临界 元 素 的 并 重合 , 那 末 X 是 Morse-Smale 183138. 

3. Ef M^ R ROC Morse Ek, BU fr EB A. G 
定 两 个 临界 点 总 有 不 同 的 像 证 明 关 于 ~gredf 存在 一 个 过 注 
(fltration). 

3. X JE n 维 紧 流 形 上 的 梯度 场 、 证 明芳 能 被 Morse-Smale 疝 时 场 
3E. 

5. 我 们 称 可 微 函数 户 MOS R 是 向量 场 全 6 8 OD 的 首次 积分 ， 只 要 
X—U pe M, d/(p), X(p)s-0, 证明, A X Jš Morse-Smalo 疝 量 场 那 末 
开 的 每 一 首次 积分 是 常数 ， 

8. & M JE n ACCUCTU, B 2 X JB M. EO" PE, 具有 了 两 个 双 曲 奇 点 
p, 9 其 中 情 是 豚 引 的 ,4 是 排斥 的 ， 假定 ， 对 于 一 切 26 M —(p, di oi o 
ARIEUE p, a RISE q, EBI M 53 S° RE, 

7. 设 Xe #'(M3) 是 Morse-Smale 场 ， 我 们 称 卫 是 极 场 (Polar 
feld), 如 果 六 有 且 公 有 一 个 源 , 一 个 消 且 没有 闭 轨 ， 设 Xç m (Og 
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场 , 它 具 有 洲 点 p， 又 设 Oz 是 与 互 匀 断 相交 的 融 ， 以 它 为 边界 的 圆 盘 包 含 
PP。 证 明 , 在 二 维 定向 流 形 中 , 裤 场 并 与 了 是 拓扑 等 价 的 当 且 仅 当 存在 癌 醋 
加 Or>Or， 具 有 如 下 性 质 , z, v€ Ox 属于 交 的 某 一 枕 点 的 不 稳定 流 形 当 仅 
Bib, h) 属于 工 的 某 一 过 点 的 不 稳定 流 形 ，〈G. Fleitas), 

8. 证 明 还 面 上 的 两 个 极 场 是 拓扑 等 价 的 . 

9. 证 明 在 带 有 两 个 环 柄 的 球面 (双环 面 ?上 存在 两 个 航 场 ， 它 们 不 拓扑 
等 价 . 

10. 描述 在 双环 面 上 极 场 的 一 切 等 价 类 , 

提示 , 见 这 一 章 中 第 工 节 的 例 10. 

Yt GEBDEAE DC R% 设 0 是 它 的 边界 。 卫 上弦 系统 是 也 上 互 不 相 
交 的 弧 的 有 限 集 合 , 其 中 每 条 弧 联 结 了 O 上 两 个 点 ， 且 在 怠 的 这 些 点 处 与 O 
匀 断 相交 ， 证 阴 , 对 于 D 上 任 一 芒 系 统 , 存在 向 量 场 半 与 0 9nd, BA 
有 如 下 性 质 . 

(i) Kasa X 的 著 点 的 不 稳定 流 形 中 , HAC S THES 

《站 》 这 些 弧 的 并 集 之 补 的 每 一 连通 分 支 恰 包 含 一 个 源 点 ; 

GH) O 中 点 的 “极限 或 者 是 一 个 新 点 或 者 是 一 个 较 点 , 

12. & X 5 Y DEBE Pi 与 D, 上 结合 练习 13 中 的 两 个 驴 系 统 的 
JER. Yk h. 9Di-*8Ds 是 一 微分 同 胚 , 使 得 , 车 pe ƏD: 含 于 X 的 鞍点 的 不 
稳定 流 形 中 ， 那 末 (n 含 于 一 了 的 渊 点 的 稳定 流 形 中 .用 7 把 区 与 Do 粘 
在 一 起 , 我 们 得 到 82 EB Z, 它 在 D, 上 等 于 互 ,而 在 D, 上 等 于 -了 . 证 
明 

(a) Z 是 Morse-Smale 场 ; 

(b) 389 上 每 一 无 闭 轨 的 Morge-Broale 向 量 场 ， 拓 扑 等 价 于 用 此 构造 而 
得 到 的 向 量 场 . 

13. EX SY RS? FDLEGE — "ORB Morse-Smale 向 量 场 ， 且 使 


(gus 


每 在 四 盘 的 补 上 轨道 包含 在 这 个 洲 点 的 稳定 波形 之 中 , 其 构造 如 图 30 Bos. 
证 明寺 与 了 省 局 构 的 相 图 , 但 不 是 拓扑 等 价 的 , 

14. 描述 S? 上 具有 一 个 洲 点 、 三 个 蒂 点 、 四 个 源 点 ， 且 没有 闭 轨 的 
Morse-Smale 问 量 场 的 一 切 等 价 类 ， 

15. 描述 环 面 3 上 具有 一 个 浏 点、 二 个 源 点 、 三 个 鞍点 ， 且 无 闭 轨 的 
Morse-Bmalo 向 量 场 的 一 切 等 价 类 . 

16、 考 虑 向量 场 X, 其 轨道 结构 如 图 60 所 示 ，X 的 非 游荡 集 由 源 点 有 
35 fx WEALs 3 s DONAR pi 与 欧 组成， 证明 X 能 用 具有 闭 轨 的 向 量 声 
逼近 ， 这 说 明 开 不 是 稳定 的 . 


图 60 


17. 设 瑟 是 ” 维 紧 流 形 上 具有 有 限 个 临界 元 素 的 Kupka-Smale 向 量 
场 .证 明 ,车 互 的 极限 集 与 它 的 临界 元 素 集合 相合 , 那 末 X J: Morse-Smale 
疝 量 场 . 

18， 若 让 ?不 是 球面 .射影 平面 以 及 Klein JC, 证明, Kupka-Smale 向 量 
场 的 集合 在 8"(M2 中 不 是 开 的 . 

提示 ， 利 用 Cherry 的 例子 (本 章 练 习 18). 

19. i X € 2*0) 是 奇 点 为 双 曲 的 向 量 场 . 若 G 是 五 的 图 (graph》， 
PE 用 有 lp) 一 G， 那 末 存 在 Pp 的 邻 域 了 ， 使 得 对 于 每 一 9E 了 ,有 o(q)= 
G. 

20. 证 明 , 者 于: 是 定向 流 形 ， 和 e 2r(M9 JA EUER, SER X 
Morse-Smale 场 ， 并 证 明 , 若 于? 是 不 可 定 问 的 , 且 X e 230402) 是 结构 稳定 
的 , 那 末 有 是 Moree-Smala 场 

21. 证 明 ,车 fe DW (M) 是 结构 稳定 的 , 且 周 期 点 个 数 有 限 , 那 末 了 是 
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Morse fimolo fj, 
22. jp (RO, rl R: 上 其 有 Whtiney Jg fH UH BORA S CIL 
RH) ID, WERL 在 an (RU) 申 存在 结构 稳定 的 向 量 场 . 

扣 示 考虑 平面 上 的 一 个 三 角 审 分 ， 在 平面 上 构造 一 个 向 量 场 , 寄 点 是 
三 角形 的 中 心 , 边 及 顶点 、 

注 ， 在 [63] 中 , P. Mendes 证 明 在 任何 开 流 形 上 存在 稳定 向 量 场 与 微分 
FE. 

23. 证 明 , 党 是 二 维 不 可 定向 流 形 上 向 量 场 X 的 非 平凡 的 回复 轨道 ， 
那 末 存在 一 寞 截 加 与 y 交 于 一 点 Pe. 

24. 证 明 , 若 加 各 > 是 洲 向 的 司 且 , 那 末 有 不 动 点 . 

25. 证明, Klein 浇 上 无 奇 点 的 向 旦 场 仅 有 平凡 的 回复 轨道 . 

26. 证 明 Morse-Smale 微分 同 用 的 集合 在 任何 二 维 流 形 上 都 不 是 移 密 
的 , 

27. 证 明 所 有 Morse_Smale 向 冲 场 的 集合 在 任何 维 数 大 于 或 等 于 三 的 
流 形 上 不 是 稠密 的 . 

28、 证 月 ， 若 微分 司 硅 或 向 基 场 的 极限 集 由 有 限 条 轨道 组 成 , 那 末 它 的 
Birkhoff 中 心 由 (有 限 多 个 ) 奇 点 与 闭 轨 组 成 ，(Birkho 代 中心 训 是 同时 是 
与 w 回 复 的 轨道 集合 的 闭 包 ). 

29. 证 明 , 者 微分 同 距 或 向 量 场 有 有 限 多 个 奇 点 与 团 坝 ， 它 们 都 是 双 临 
的 , 那 末 在 这 些 奇 点 与 闭 轨 之 间 , 没 着 它们 的 稳定 与 不 稳定 流 形 的 匀 断 交集 ， 
RHLRCERRIN. 

30. VERRE BUT T BERTA REUS HR RU P PA SL 8 n 
W, 3c, 它 必 是 Morse-Smalə 的 . 

S1. 证明 Anosov 微分 辣 距 的 集合 与 Morse-Smale 微分 同 古 的 集合 是 
不 相交 的 . 

32. 证 明 多 许 存在 Anosov 微分 同 胚 的 二 维 紧 流 形 只 有 环 面 - 

33. 证 明 这 一 章 命题 4.1 的 Anosov 微分 局 胚 有 一 条 轨道 在 7° 中 更. 

34. 给 出 环 面 T^ Sy eec 史上 Anosov 微分 同 胚 的 例子 . 

36. 利用 一 般 禾 密 性 定理 证 明 Anosov 微分 同 胚 满足 公理 入。 

36, 证明 任 何 二 维 流 形 上 存在 微分 同 胜 满 足 公理 4、 勾 断 条 件 以 及 具有 
无 穷 多 个 局 期 点 。 

提示 ， 应 用 8? 上 Smale 马路 与 JP? 上 的 Morse-Bmale 微分 癌 肚 , 

37、 证 明 , E fu Myo S fa. Mo 是 满足 公理 À 与 多 新 条 件 的 
By, HK f, Max Mac» Mx Ma, Rift f(p. d) CC), fa(e), #e 
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是 满足 公理 A 与 与 断 条 件 的 微分 同 肛 . 

38, & f, MOM E OY EE, ERR ZUR À MIROR RIRE, bL fox 
Jt 65 Pk. 

39. 证 明 任何 满足 公理 À 的 微分 同 吓 有 豚 引 的 基 集 . 

40. EB, 若 ( 紧 ) 流 形 下 的 微分 同 胚 了 满足 公理 A, 那 末 了 的 吸引 基 集 
中 的 点 的 稳定 流 形 之 并 集 在 M 中 开 与 条 的 ， 

41. 证 明 在 任何 流 形 中 ， 存 在 Cr Qro» 1) 微分 同 豚 所 组 成 的 开 集 ， 这 些 
微分 同 胚 合 痕 于 便 同 映射 且 不 能 嵌入 流 . 

回顾 ; 微分 同 征 了 合流 于 恒 园 映射 ， 只 要 存在 联结 /与 得 局 肌 射 的 微分 
同 胚 的 过 续 缴 , 一 0 微分 同 耳 的 流 是 连续 群 间 态 Ze (R, +)—> 
(D 和 这 "27)。)》， 我 们 称 了 cA o 只 要 对 某 个 流 o, 8 f 9D. 

42. 证 明 亏 格 不 为 零 的 曲面 上 的 两 个 C" (n2 可 交换 向 最 场 有 一 个 共 
同 的 奇 吉 ( 卫 . Lima), 

提示 ， 首 先 证 明 , dedil FO 疝 量 场 仅 能 有 有 限 多 个 非 平凡 极 小 集 . 对 
于 *>& 这 可 由 Denjoy-Behwartz 定理 得 到 , 因为 这 里 仅 可 能 有 有 限 个 平凡 
极 小 集 ， 注 意 ， 在 第 一 章 中 ， 我 们 对 二 维 球 面 提 出 了 上 述 问题 ， 在 高 维 中 对 
应 的 问题 看 来 远 没有 解决 . 

43. WERHAEREV ENG) 站 ?中 ， 具 有 平凡 中 心 的 向 量 场 集合 包含 nU) 
中 的 一 开 秋子 集 (P.Sad). 向 量 场 民有 平凡 中 心 , 只 要 对 任意 的 ZE (7), 
fe LX, Y]=0， 则 对 某 个 ce R, E Y=eX, 限制 于 Morse-Smale 向 是 
场 (或 更 一 般 的 ， 公 理 A 向 量 场 ) 同样 的 结果 对 于 高 维 中 的 开 稻 子 集 仍然 成 
X. 注意, 一 对 可 交换 的 向 量 场 生成 一 R? 一 作用 ， 在 [I9] 中 考虑 了 Re 一 作 
用 的 结构 稳定 概念 . 

44. 设 开 是 紧 流 形 M 上 的 0" 向 草场 。 假定 X Morse 函数 作为 它 
的 首次 积分 ， 证 明 X 能 用 没有 闭 轨 的 Morse-Smale 向 景 场 0” B3, 

BIR, f, MR 称 为 Morse RH, SE y 的 一 切 临 界 点 是 非 退 化 的 , 或 
等 价 地 , 只 要 gradf 的 所 有 奇 点 是 双 团 的， 称 为 X 的 首次 积分 是 指 f 沿 营 
X 的 轨道 是 常数 . 

45. fe Dir (A, Ac 型 是 的 闭 的 不 变 集 ， 假 定 下 上 存在 一 
Riemann 度量 , 及 一 数 0<A<1, 对 于 每 一 2e A, 有 分 解 

TM,—ENDEs, 
使 得 Df, Cf) Bk, Df, GRO = Eh, 
且 对 一切 ae Et 
fed Abel 


nn 


UD EE, 有 
1Df;*ol| < A|], 

证 明 4 RRB 09, HI TM, 的 子 空间 Bs 与 Z BË z 连续 变化 : 

46. 391] n2, 38EBM4YIME f, 872-97. 满足 公理 A 与 多 断 条 件 , 它 
的 非 游 葛 集 包含 一 个 排斥 不 动 点 和 一 个 非 周期 的 吸引 子 . 

提示 利用 第 四 章 第 四 节 的 例 6. 

47. E1455) 46 中 的 结论 对 一 切 维 数 n>2 的 流 形 仍 成 立 。 

48. 证明 52 上 的 称 定 微分 同 胚 的 集合 在 DHT) 中 不 移 . 

提示 :利用 练习 38 与 修改 第 4 节 的 例 6. 

8， 证 明 对 于 任何 维 数 22 的 流 形 ， 稳 定 微 分 同 鹭 的 集合 在 Diz (ar, 
hoa, 


附录 ， 施 转 数 与 Cherry 流 


我 们 现在 来 详细 讨论 这 一 章 例 18 中 提 到 的 Cherry 流 的 构 
造 ， 首 先 ， 我 们 要 证 明 存 在 环 面 上 O” 向 量 场 ， 它 与 回 Y SEM 
交 , 从 有 两 个 奇 点 ; 一 个 漳 点 ,一 个 履 点 , 都 是 双阳 的 ， 这 样 一 个 向 
量 场 的 Poincaré B SSE X E X 中 闭 区 间 的 余 集 上 ， 并 可 扩张 成 
卫 的 度 为 的 单调 自 同 态 、 旋 转 数 的 概念 是 由 Poinoar6 9t 5: ii] 
-ETIBSÉS 3177 30 3 ME EI, OT" SERERE US EL Idas E, 我 们 将 证 明 
3288 036 SEO R.B 88 Gul: ELDoN de X. E BFS h B E 
态 的 旋转 数 是 无 理 数 ， 周旋 转 数 是 与 自 同 态 一 起 连续 变化 的 ; 故 
存在 具有 有 非 平凡 回复 轨道 的 癌 量 场 ， 

W, RIT? 是 第 一 章 第 一 节 例 2 h B Sha Ta 
5 是 Or 的 局 部 微分 同 胚 , 


mo, g) cm (u^, y? 
3 B E ?-w9€Z 与 y-y EZ 
以 及 w([0, 11x [0, 1)) T^, 


# X JEWEL OT 商量 场 , 我 们 由 
Y () = (gz) X (G G)) 
能 在 R° 上 定义 O" RI Y Ma^ X. UM 这 禅定 义 的 向 最 场 卫 
ms. 


满足 条 件 
Y (G+, +m) =Y (o, y), V(e, gy) CR, V(a, m) EZ (z) 

反之 , 著 了 是 满足 条 体 (*) 的 平面 上 Cr 向 量 场 ， 则 在 环 面 上 存 
在 唯一 O°“ 向量 场 五 ,使 了 ~w* 卫 因此, 我们 能 把 环 面 上 的 向 量 
场 与 R* 上 满足 条 件 (*) 的 向 量 场 恒 网 . 

设 名 是 所 有 满足 如 下 条 件 的 向 量 场 IX C 77 (RD 88. 

(1) X(s+n, #-+m)=X (z, y) V(e, ) CR, (m, n) € 
Z^ 

(3) X 与 直线 (0)XxR 勾 断 相交 ， 且 它 在 正方 形 [0, 31x 
[0, 切中 仅 有 两 个 奇 点 2p, s, 其 中 2 是 渊 点 ，* 是 靶 点 , 它们 都 是 双 
曲 的 ， 

G) 存在 q 5ER*， 其 中 a<5<w+1， 使 得 车 9E (8, at 
全 ， 则 过 点 (0, y) 的 肚 的 正轨 道 与 直线 {人 XR 交 于 点 G, 
J.G). mis C (e, 四 时 ， 过 C0, 90 的 正轨 道 不 切割 (Yx R Wí 
直接 趋向 于 渊 点 ， 

Gv lim f. (y) — to 
B. Jim fig) = eo. 

在 图 61 rp, RTI Y HEC X € % 的 轨道 的 示意 图 ， 注 意 ， 
由 条 件 Qu) SIR (0, 四 与 (0, b) ËJ o- 极 限 是 一 个 且 是 同一 个 款 
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点 ， 车 tL 0) 表 示 这 个 鞍点 的 不 稳定 流 形 与 直线 (Yx R RJ js. 
我 们 通过 定义 
fz 的 =c, i y€ [a, 四 时 , 能 连续 扩张 fz SIX HL La, a+11, 
由 条 件 CO ffe 
frlat1) =fz(a) +1, 
所 以 ,我 们 道 过 定义 
fr(y+n) - fa(y) n, 4 y€ Ta, a+1], wnEZ 时 能 连续 
扩张 fz 到 RR. 

*UDS X Geh Xcv umm El mde, Nx 
aX, Gp Y 怡 有 两 个 奇 点 ,都 是 双 曲 的 ; (D JUN, n) ik 
AL OWHOX BE X-s(0FX R) Ard, Xu dE OIX 
(b, a--1)) 上 的 Poincaré 映射 Pz usb ES BES Yz 是 
Px 的 一 个 提升 事实 上 由 (y) ==(0, y) 定义 的 未 RO RESI 
EIS M Ref pm Pxo8. 

9591, V REA. 

证 明 ， 考 虚 向 量 场 


Y (z, y) =(2o(2+ 23, =s). 
HUY Wiwa S AMOR, EA, 9, — UR 
(2, o), paw Y supo 


o-{e 9), th 71, o] 
的 一 切 点 多 断 相交 ， 昂 图 62, E 
Ze 9) = (Gs (o $ =) 
te, 9) G--D, — 9, 
其 中 g 是 0" BR, UB p (RD) C[0, 1), 5 => R (, s) € 
吕 时 ,po ñ =1, 1 z< B G, y) €R:—V Ro, 9) =0. I 
IU SV AO 8 MH Uc. XV Xs MZ dpi 


220， 


集 是 空 的 。 取 人 >0, 使 得 ,对 一 切 9 To 

Z0) C, sie 1). 
# Z I3, UTRUM EL ES E, (0, 1) x (0, t` >e 
RÀ 

Ho, 9) =Z, (GD), 
Xo A [0, 110 JE—BHRIBS, Esc (0, 1) x (0, 从 我 们 定义 
X()-dH-r())-Y (GG). 

因为 在 0 mem [e o, o S pra zo rt e ras 
# [0, 1x 9, 11 IAS SÁT X0 0,0). m 
deje X 扩充 到 Ra 上 , 当 z 属于 [0, 11 [0, 1189305], 定义 
x= 0, 0,35 ( 9) € [9, 11 x [0, 11 8 (v, m) EZ 定义 
X (+n, gm) = X (n, 肪 ， 和 容易 验证 并 满足 条 件 (0) — (8, 
条件 (i 中 由 a 下 (9) 的 迹 是 正 的 得 到 , 读者 能 证 实 这 个 事实 ， 我 们 
能 假定 X 是 在 s 的 小 邻 域 中 是 线性 的 , 虽然 这 不 是 必要 的 ，) 口 

引 理 & 对 一 切 yE @, a+), 存在 向 重 场 卫 EY， 使 得 
df: GD >1. 

证 明 ， 取 卫 EG, 使 得 当中 <z<1 时 ,了 (o y) m G, 0. B8 
为 户 招 区 同 (8, a+ 了 微分 同 胚 地 罗 上 长 度 为 工 前 区 间 ， 又 根据 
条 件 (iv), TE b S a+1 DE fy) Ti. BRDATEXESEA FIBRE, (5, 
241)» (0), fr(a- D88487 G)>1, Vy CQ, a 1D By 
邻近 于 或 4 上 1 HPE FG) -f200.. 剩 下 米 要 证 满足 fx 的 
IR X € 的 存在 性 ， 

Wien (e, o+1)— (o, o1) Jic 

ei) = Quy e(y) 
定义 ,其 中 p Pfs e= fe(a) 
对 于 每 一 4E [0, 1], p 8488 dy FJ S, Sy EET o R HL, 
p) -g. Ba [2, 1]>D, n 2 07 nt ipe S 8 @ à 
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中 ou, 在 并 前 邻 域 中 5-1， 考 虑 映射 E, (3. 1) x G, oen 
-> 人 (他 i) (o, 0-1); 
Ho, s) ~ @ e (9). 
于 是 了 是 微分 加 是 设 开 是 如 下 定义 的 向 量 场 ， 当 (mw, ) € 
(E 1) e rs 
X (o, WdH HG, WY OG, 90), 
56, s) € (2, 1)x @, 0*0, ( m) EZ 
X(+", ym) - X Qs, 9), 
5 (6, +z NG, 1) e en ez nt 
XG, 9 =Y (s, 9). 
Bu XCV Hfr-or-f. u 
3HR3. df, s, Ro R 是 单调 连续 西数 ,使 得 对 一 切 2ER, 
有 fs) =fG)+1,g(e+1) o 96) +1. BI 
(1) pO -am (P(O)/ 由 存在 , 且 
IG (0/9 —P (p) |< 
Gi) XII eR, 
Jim ( 产 的 一 内/a 
TE BAT oC 
Gi) p(J) =m/n, Xl m, n€Z, n>0 当 且 仅 当 存在 ER， 
使 得 产 (办 aom 
Qv) 给 定 e>0, 存在 8>0, 使 得 若 
lf~g9lo™ sup |fG) — 9; | <8 
zi Ip) - ei | «s 
(v) 对 一 切 整数 由 有 
pf m =o (f) +n, 
lm. 


证 明 . Wi 
My max (六 的 —a) 


ma min ( (z) —2) 


我 们 断言 : Ms 一 ms<1， 事 实 上 , DS f (o1) m G0 +1, 所 以 有 
J*G@+1) =f'(a) 1， 因此 9 一 闫 一 绍 是 周期 为 1 的 周期 函数 , 于 
是 存在 za, Z,CR, 0<ay— Xy<1, f fl p (om 一 mr 以 及 9 (ZO 一 
az， 因为 产 亦 是 单调 不 减 的 , BEUU OUO) JP G9). T M, 


+X;<m-Fzs, My—maSa— Xy<1. 这 就 证 明了 断言 . 


我 们 来 证 明 


FO I-1Ef Cm) oP) ytl, V(z, g) CR. (1) 


事实 上 ， fg) —y —1«M,--1«m, 

«f (2) e M, 

«m, risf*) 一 9 十 二。 
其 次 ,我 们 在 (DD 中 令 y=0, 2 一 PC0) ,得 到 


f*(0) —1</#(0) — 99 (0) « f^ (0) +1, 


于 是 2U*0 -DD -2IU*(09) -0 
< one — mmo» 


«n^ (0) +). 
由 此 , 我 们 推出 
nf* (0) —n< f*^ (0) «xnf* (0) Fn 
Jš ka 4 
0) _ 180) 09.1 
I ME e u 
或 
0) _ Q) |— 1 
je 从 | 地 
w(0) f*«9 | 1 
"cmd 
" 1,1 
因为 e ro o» liL 


@ 


故 序列 PO 是 Ownehy 序列 ， 于 是 , 它 收 优 到 某 个 极限 有. 
d) en RT oo, 我 们 有 
LI -工作 <+. 

这 就 证 明了 O. 

在 的 中 令 g=~ 0 我们 得 到 

PO —1<P'() -oO tL 

s O 1 pes PD L 
BORNE CPG) —a) /E 收敛 于 p( 胜 ， 故 GD) 得 证 . 

ATA). BERE SCR, MUR 

Jf" (a) -o-- m, 其 中 m, n€ Z, n0, 

利用 归纳 法 ， 易 推出 


f (e) ==-+-km. 
于 是 pim) —2) / en =—limkm/kn=%/a, 
现 设 p (f) - m/s, 若 可 能 的 话 ， BUE Vz €R, f'(e) **e--m, TIER 
# (e) em (sË Va € R, XC f"(e) —em), Va €C R. Bbs 
一 绍 是 周期 的 ,所 以 存在 4>0, 使 得 
f'(2) -azm-Fa GR f"(&) vm—e), Ve € R. 

于 是 f* (2) —z>>Ëm+ ka (或 (人 -e«km— ka) 
故 P(J)>(m+a)/n (Bp < m0/n) 
这 样 就 得 出 矛盾 . 

为 了 证 明 Gv) ,我们 注意 到 : 

le) -p< lo -- £O. OL j 


«£950 | 
«Ici oO-P0i i. 


固定 一 整数 五 使 得 2/k<a/2， 且 挝 择 8>0, 848 1g fl <a 
.24 。 


时 ,有 
| 六 (0) —f*(0) | < ke/3. 
于 是 , 当 lg 一 flo<8 时 ,有 
le() —p(f) | <e. 
剩 下 来 要 证 ， 当 nEZ M, pf 4-0) - oC) +n， 佛 助 于 归纳 法 ,我 
们 有 
Cf 4-0)" (2) = f+) +n. 
于 是 PO) oim (E20 
~lim PO b Lec +n. D 
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SUR. 事实 上 ， 设 本 ROMS! 是 由 s ( =exp Crit) 定义 的 覆盖 
映射 ， 同 态 a: S19" 是 单调 的 且 谋 数 为 1 当 且 仅 当 它 有 提升 和 
R—R, 是 连续 单调 函数 上 且 满足 &(v 十 1) 一 &(w) +1. TE, 我们 定 
Xo Bes px) =o (四 ， 由 引 理 3(9)， 它 不 依赖 于 提升 
的 选择 ， 

引 理 生存 在 X €, 使 得 对 一 切 yE ($, adi dfzxG)> 
1, B P(f 是 无 更 获 . 

Em. 选择 x°G%, 使 得 对 一 切 yE G@, a+) dfze (的 > 
2,83) D coii, # X°, g) — (0)， 我 们 将 构造 一 族 向 


量 场 X: CZ, 


Je 
g E. (2,0)«n (2, «nu 
Hs, s) — (2, ga (2)3) 
给 出 前 ,其 中 心 [2,1 ]o» [0, 116 07 8k, BAH o 邻近 于 S, 


有 alw) =0, 车 “邻近 于 1 有 am( 台 一 1 我 们 定义 
X*(s, y) =dH (H^ (s, y) -X' (H^! (s, y), 
3$, € (s, D xf 


Ja a) X (eg, 车 osE(2 1), 

了 ro WD) =X°%, 9), E Gv2n(2 1-8. 
对 一 切 mEZ, 有 

五 (oz y4- m) = H (a, y) - (0, m), 
放 卫 "EW， 由 此 ,立即 得 出 
fe—frth. 
XHBUEA, R->R, b0)—p(f>) 3113, b Et, HAC) = 
MO-HL. TREE X€ [0, 1], Bf A O2 5353883, OR X X5 
mr. n 
定理 ， 在 环 面 上 存在 O" 向 最 场 了 ,具有 如 下 轨道 结构 ， 

Q) Y 怡 有 两 个 奇 点 ,一 个 济 点 卫 和 和 一 个 鞍点 尽 ， 它 们 者 是 
XUN. 

四 WG) 3c T^ ERIS BES Am TW (P) 是 传递 的 ， 
即 存在 9E A— (8), Edi we) 一 cg 一 人. 

(8) #gqem—(AU1PD, BER o(9) =P, B a(g) cs 

(D 存在 与 了 JER LX, 使 得 XA 是 Cantor 
集 . 

UB. KY CA" (P), Bis Y — X WOCHE A UT. 8 
BY WRGD, HA Pos(p,S-a(). H X-s0)xPOSY 
义 断 相交 , 且 fz Jš Poincaré 映射 P, XX SJ. M Qa 8 
MUSAE HERE 5 X W 35 -— + 3 R, RE Qon, e), PQ- 
m0) x a, 5). o(Q) -8 或 o(Q) —P Rift sen CN, M 
PiQ-Q. 于 是 

&f3 (o) = PX(0) ~ PS(Q) =Q—%(0), 
BEDAE m € Z, B8 5 (9) om, 这 与 o(fz) 是 无 负数 的 事实 
Th EY 没有 区 点 联结 且 A—o(Q 不 包含 P， 类 似 地 可 证 
Y WIR, 

现在 来 证 人 WCP) ETUR, XUE Bi É 8 K -Z - 

om. 


T(P) Beige, ORAS, 设 K HUE MS He NM 
fX JCE, Jm PR) m PLI. B J nW'(P) > 2, 
MJ. Ek 由 -长 的 紧 区 间 ， 由 了 于 > RARE, Tj Y SUR 
B, BEBLIX ISI J, 是 两 两 不 相交 的 ， 这 个 矛 居 证 明 了 W° (P) 是 再 
fg. 

根据 Denjoy-Schwariz 定理 ,了 仅 有 平凡 的 焙 小 集 ， 我 们 来 
直接 验证 这 个 事实 ， 假 定 荆 是 关于 了 的 非 平凡 的 极 小 集 , BE L 
(1 Z JE HB A8 的 稳定 与 不 稳定 流 形 贿 不 相交 的 紧 集 ,否则 王将 
包含 鞍点 ， 因 为 W'O)3808 B Ln W: (P) = @,B W'*Q)1e 
L hl. CTAQEEJ 是 习 一 互 中 的 最 大 区 间 ， 则 对 于 某 个 m 有 
Py) nyy 杂 .因为 了 的 端点 属于 五 所 以 PSQ 一 了 , 由 此 扒 
出 存在 闭 罗 ， 这 个 矛盾 证 明了 三 与 是 了 仅 有 的 极 小 集 . 

区 间 T,= Pz"(@) 是 两 两 不 相交 的 , B. 


(Jima) - wo nz 


在 王 中 利 密 ， 区 间 工 的 端点 属于 W* G9) 一 {5} 的 不 同 的 连通 分 
X. 于 是 ,WS (8) #i Wr. (8) Ente Z-W* CP) FB, k H. W* (8) 
A W: (8) 8228 W*(8) — (8 的 分 支 ， 出 此 TW (8) 5 W* 08) 都 
在 A- T2— W* CP) giis, Be vi W*(S) 一 {5} 中 任 一 点 的 “极限 
集 是 4. Vt acT? -CAUP), 23 a (g) 是 紧 不 变 集 ， 且 了 的 极 
JSE S 5 P, Wk wkg) 包含 8， 于 是 ,要 从 a(g) =8, SL a(g) 
包含 及 的 稳定 流 形 的 某 个 点 , 在 这 种 情况 下 ,cg) - A. AR 
三 是 内 部 为 空 的 空 全 集 ， 因 而 4n 忆 是 Cantor 集 ， 最 后 ， 因 为 
W*()UW*(8) mn wil, 4n E 是 不 可 数 的 , 故 存在 9E 王 
- (FG) UW*(5)). WB a(@) —o(g) = A. 

Ë “虽然 在 这 个 定理 中 闽 量 场 不 是 结构 稳定 的 ， 但 我 们 能 够 
完整 地 描述 在 了 的 小 邻 域 .4 中 一 切 向 量 场 的 拓扑 等 价 类 、 事 
S L. Z€. BLU. 充分 小 BILE 5 Z ALS dH SE, 
Poincaró 映射 P, 在 它 的 定义 域 中 一 切 点 有 大 于 1 的 导数 ,由 
此 , 车 GE. 人 是 Morse-Smale 的 , 那 末 区 仅 有 一 个 闭 轨 , 且 它 是 
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#ut + (47 中 确实 存在 Motee-Smale 向 量 扬 ， 因为 它们 在 
=Q) h 8). 3$ Z AJ Morse-gmale 的 , 则 存在 两 种 可 能 ,要 
2 Z Fk Ras, 是 排斥 子 ， 的 非 游 费 集 减 少 为 这 个 鞍点 联结 
与 这 个 浏 点, 要 么 由 导出 的 吨 的 自 同 态 的 施 转 数 是 无 再 数 ， 且 
在 这 种 情况 下 ,多 满足 定理 的 条 件 (D 到 (人 ; 可 证 : 车 由 邻近 于 了 
的 两 个 向 量 场 1 与 Zs 导出 的 自 同 术 有 祖 同 的 旋转 数 , EL GRE 
数 , 那 末 Z, 与 Za 是 拓扑 等 价 的 、 已 有 的 部 分 结果 是 : 若 在 Za 
Z, 之 间 存 在 邻近 于 恒 同 的 拓扑 等 价 九 B Z, 的 旋转 数 是 无 理 数 ， 
MJ Z, 5 Z, 的 旋转 数 相等 ， 这 里 实际 上 仅 要 求 与 恒 同 映射 同 
伦 即 可 ， 于 是 ,在 了 的 一 个 邻 域 中 ， 我 们 愉 有 一 类 结构 稳定 向 量 
场 的 等 价 类 ， 一 类 具有 鞍点 联结 的 等 价 类 以 及 无 限 多 类 有 非 平凡 
回复 轨道 的 向 量 场 的 等 价 类 ， 后 者 由 简单 实 参数 , 即 在 也 上 导出 
的 自 同 态 的 旋转 数 来 表征 . 

我 们 要 特别 强调 ， 在 环 面 上 无 奇 点 且 具 有 非 平 凡 回复 轨道 的 
向 量 场 的 邻 域 中 完整 地 描述 拓扑 等 价 类 是 不 可 能 的 ， 事实 上 , 若 
Y 是 如 此 的 向 量 场 , 则 (存在 与 义 断 相交 的 贺 X, Poincaré e. 
Py 定义 在 整个 加 于 上 , 根据 Herman 的 一 个 重要 定理 ”， 我 们 
能 用 0™ 等 价 于 无 理 流 的 向 基 场 X AE Y, 那 末 我 们 能 用 一 切 
SR EIB IE k 8 R X. E IE Y Uy EE RUP f fE 
Morse-Smale 疝 量 场 ， 它 的 闭 轨 个 数 是 无 界 的 .因而 ,在 了 的 任 
意 的 邻 域 中 , 存在 无 限 多 个 结构 稳定 向 量 场 的 拓扑 等 价 类 ， 
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